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Apresentacao

A Revista Mathematica surgiu no final de 2019, com uma conversa informal entre alguns
professores do curso de Matemética da Unioeste. Desejavamos inicialmente abrir um espago para
divulgacao dos resultados obtidos em projetos de iniciagao cientifica, monografias de conclusao de
curso, dissertacoes de mestrado e pesquisas individuais de professores. Muitos destes trabalhos
produzem belos textos de matematica que acabam por serem conhecidos por um niimero reduzido
de pessoas. Surgiu entao a ideia de criar uma revista que pudesse divulgar estes resultados na
forma de textos curtos, didaticos e com conteido matematico que pudesse interessar aos alunos
de graduacao. Neste contexto, uma revista poderia também atrair a atengdo de professores,

pesquisadores e académicos de instituicoes de todo o pais.

A nossa intencao era publicar o primeiro niimero no ano de 2020. Contudo o ano de 2020
iniciou e com ele a pandemia causada pelo Coronavirus. Assim como todas as demais atividades,
as atividades universitarias ficaram prejudicadas neste momento. As aulas foram suspensas e os
projetos de pesquisa e de iniciagao cientifica foram reestruturados. Nao conseguimos no ano de
2020 divulgar a revista de forma satisfatéria. Acreditamos ainda que mesmo chegando ao conhe-
cimento de alguns professores e académicos a existéncia da revista, havia outras preocupagoes

maiores do que enviar um texto para uma revista nova e desconhecida.

Contudo, no ano de 2021, a Revista Mathematica recebeu quatro textos que foram
avaliados e considerados aptos para publicacao. Temos assim nosso primeiro volume. O conselho
editorial agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também a comissao cientifica pelas
contribuicdes feitas durante o processo de avaliacao e correcao dos trabalhos. Esperamos que

em 2022 consigamos continuar o trabalho e publicar mais um volume.

O conselho editorial.

Cascavel, 20 de Dezembro de 2021.
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Uma demonstracao da desigualdade isoperimétrica utilizando a
desigualdade de Brunn-Minkowski

Felipe Costa - Universidade Estadual do Oeste do Parand

(Recebido em 23/11/2021. Aceito em 03/12/2021. Publicado em 22/12/2021)

Resumo: Neste trabalho apresentamos uma demonstracao da desigualdade iso-
perimétrica fazendo uso da desigualdade de Brunn-Minkowski. A vantagem desta
abordagem é a sua extensao natural ao caso tridimensional, além de servir como um
exemplo de aplicagao do Calculo Variacional no estudo de problemas geométricos.

Palavras-chave: Curvas planas; Desigualdade de Brunn-Minkowski; Desigualdade
isoperimétrica.

1 Introducao

Para introduzir a desigualdade isoperimétrica vamos pensar em uma curva I' como a
trajetéria continua descrita por uma particula no plano. Dizemos que I' é uma curva fechada
se o ponto inicial e o ponto final da trajetéria sao iguais. Neste caso, vamos denotar por ) a

regiao delimitada pela curva I'.

Figura 1: A curva I' delimita a regiao €2

A desigualdade isoperimétrica surge como uma consequéncia do

Problema isoperimétrico, que consiste em obter, dentre todas as curvas fechadas, sem au-

tointersecoes e de comprimento fixo, aquela que delimita a regiao de maior area.

Este é um dos problemas mais famosos e antigos da geometria, tendo como origem o
mito da fundacdo de Cartago (veja VIRGILIO ou BLASJ 0).

Os Gregos ja sabiam que a solugdo do problema isoperimétrico era uma circunferéncia.
Mas foi somente em 1879, com K. Weierstrass, que uma demonstragao suficientemente satis-
fatoria foi apresentada. Na verdade, o resultado segue como uma consequéncia da teoria desen-
volvida por Weierstrass denominada Caélculo das Variagoes, onde o problema isoperimétrico é

um dos problemas tipicos abordados por esta teoria.
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Dada uma curva fechada I' em R? delimitando uma regido €2, vamos denotar por L(I")
o comprimento desta curva e por A(Q)) a drea da regiao delimitada pela mesma. Se sabemos
a priori que uma solugdo do problema isoperimétrico é uma circunferéncia C, entdao qualquer
outra curva fechada I' com comprimento L(I') = L(C) deve delimitar uma area A(Q2) < A(C).
Suponhamos que o raio da circunferéncia C seja igual a r, com isso podemos escrever
(2rr)?  L(C)?> L(I)?

< =mr? = = =
AQ) < ACC) =77 i i yP—

ou seja,

A(Q) < Lgf. (1)

A desigualdade (1) é denominada desigualdade isoperimétrica. Observe que (1) foi obtida a

partir da hipétese de que a circunferéncia é uma solucao do problema isoperimétrico, o que, por

enquanto, torna esta desigualdade apenas uma conjectura.

Por outro lado, caso provemos a desigualdade (1) para toda curvar fechada I' delimi-
tando uma regiao €2, entao a circunferéncia seria uma solucao do problema isoperimétrico, pois
L(I')2 /47 seria uma cota superior para todas as dreas de regides delimitadas por curvas curvas
fechadas de comprimento L(I") fixado, a qual é atingida quando I" é uma circunferéncia de raio
L(T")/27. Isto responderia uma parte do problema isoperimétrico, restando apenas provar que

a circunferéncia é a Unica curva plana com esta propriedade.

Teorema 1 (Desigualdade isoperimétrica). Seja I' uma curva fechada, sem autointersecoes, de

comprimento L(T') e delimitando uma regiago Q. Se A(Q) é a drea de ), entdo
L(I)? — 47 A(Q) > 0.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, I' € uma circunferéncia.

Para provar o Teorema 1, além das féormulas de primeira variacdo do comprimento e
da Aarea, obtidas na Segdo 3, vamos utilizar um resultado conhecido como Desigualdade de
Brunn-Minkowski que trata sobre a area da soma de subconjuntos do espaco euclidiano R™.
Evidentemente, estamos interessados no caso n = 2, mas vale ressaltar que a mesma desigualdade
no caso n = 3 pode ser usada para estender a desigualdade isoperimétrica para o contexto de
superficies (veja MONTIEL e ROS).

Dados A e B dois subconjuntos quaisquer de R™, o conjunto soma A + B é definido por

A+B={a+beR":aec A bec B}.

Figura 2: Soma do quadrado A com o circulo B
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Queremos somar subconjuntos de R™ que tenham areas bem definidas. Estes conjuntos

sao chamados conjuntos Lebesgue mensuraveis, ou simplesmente conjuntos mensuraveis.

A Desigualdade de Brunn-Minkowski que serd enunciada adiante é valida no contexto
de conjuntos mensuraveis, mas, para os nossos propositos, serd suficiente considerar apenas

subconjuntos abertos, visto que, todo aberto de R™ é (Lesbegue) mensurdvel (veja STEIN e
SHAKARCHI).

Teorema 2 (Desigualdade de Brunn-Minkowski). Sejam Q; e Qo dois subconjuntos abertos e

limitados de R™. Entao

AQDY™ + AQ)Y™ < A(Q + Q)7

A demonstragao do Teorema 2 pode ser encontrada em STEIN e SHAKARCHI.

Observe que esta implicito na conclusao do Teorema 2 que soma de dois subconjuntos
mensuraveis de R™ é um conjunto mensuravel. Na verdade, é possivel mostrar se A ou B é um
conjunto aberto em R”, entao A + B é um conjunto aberto. Assim, de acordo com o que foi

destacado acima, A + B é um conjunto mensurével.

Para utilizar o Teorema 2 em conjunto com as féormulas de variacdo do comprimento
e da area precisamos restringir a classe de curvas que estamos considerando, isto é, devemos
considerar curvas de classe C2. Esta restricdo deve-se ao fato de que a nossa abordagem passa
pelo conceito de curvatura de uma curva. Além disso, queremos variar a curva I' dentro de um
conjunto aberto N¢(I') de modo que as curvas da variacdo ainda sejam fechadas, sem autoin-
tersegoes e de classe C2. O conjunto aberto N.(I') é chamado vizinhanga tubular da curva I' e
pode ser pensado como uma faixa de largura 2¢ ao longo de I'. A construcao de N.(I") pode ser

encontrada em ALENCAR, et al.

Figura 3: Vizinhanga tubular

A parte da igualdade no Teorema 1 sera demonstrada observando que as curvas pla-
nas fechadas de classe C? que satisfazem L(I')2 — 47 A(Q)) = 0 sdo aquelas que tém curvatura

constante nao nula. Esta informacao caracteriza as circunferéncias.
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2 Curvas em R?

Uma curva plana parametriza é uma aplicacdo continua o : I — R2, dada por «a(t) =
(x(t),y(t)), onde I C R é um intervalo. A curva a serd denominada de classe C* se as funcoes

coordenadas z,y : I — R sdo de classe C*.

O conjunto imagem da aplicagao «, definido por
P = {(2(t),y() € R : t € I}
¢é chamado traco da curva «a. Neste caso, dizemos que « é uma parametrizacao de I'.

Exemplo 1. Dado 7 > 0, a curva « : [0,27] — R? dada por
a(t) = (rcos(t), rsen(t))

tem como trago uma circunferéncia de raio r e centro na origem.

y(t)

()

Figura 4: Circunferéncia de raio r e centro na origem

O préoximo exemplo mostra que uma curva no plano pode ter autointersegoes.

Exemplo 2. Considere a curva o : R — R? dada por
alt) = (13 — 4t,t* — 4).

O traco da curva a possui uma autointerse¢ao na origem pois a(—2) = a(2) = (0,0).
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y(t)

a(t)

x(t)

Figura 5: Traco da curva definida por a(t) = (13 — 4t,t> — 4)

Se uma curva « estd definida em um intervalo fechado I = [a, b], os pontos a(a) e a(b)
sao chamados ponto inicial e ponto final de «, respectivamente. A curva « : [a,b] — R? é dita

fechada se a(a) = a(b). Note a curva apresentada no exemplo 1 é fechada ja que a(0) = a(27).

Dizemos que uma curva « : I — R? é simples se a aplicacdo « é injetora. Observe que a

curva apresentada no exemplo 2 nao é simples pois a(—2) = «(2).

Neste trabalho estamos particularmente interessados em curvas planas que reunem as
duas tltimas propriedades acima. Precisamente, uma curva « : [a,b] — R? ¢ dita fechada e
simples se a(a) = a(b) e a restrigdo de « ao intervalo [a,b) é injetora. Uma curva fechada e

simples é também denominada curva de Jordan.

Seja a : I — R? uma curva plana parametrizada dada por a(t) = (x(t),y(t)). O vetor

tangente de o em ty € I é definido por
o (to) = (2'(to), ' (to))-

Quando o' (t) # (0,0) para todo t € I, dizemos que a curva « é regular. Portanto, ao
longo do trago de uma curva regular fica bem definida uma reta tangente em cada ponto «(t)

na dire¢ao do vetor o/(t). Se o/(tg9) = (0,0), entdo dizemos que « tem um ponto singular em .

De agora em diante, iremos considerar apenas curvas regulares de classe C*, com k > 2,
definidas em intervalos fechados e limitados, ficando assim assumida tacitamente estas hipdteses

no decorrer deste texto.

O comprimento de uma curva « : [a,b] — R? é, por definicdo,

b
L(o) = / o (1) ldt,

onde

la’ ()]l = v/(2' () + (/' (1))

Observe que se ||/ (t)|| = 1 para todo ¢ € [a, b], entdo L(a) = b — a, ou seja, o comprimento da
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curva é igual ao comprimento do intervalo [a, b]. Por outro lado, se
t
/ |/ (s)||ds =t — a, para todo t € [a,b],
a

entao, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos ||o/(¢)|| = 1 para todo t € [a, b].

Dizemos que a curva « : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se
|/ (t)|| = 1 para todo ¢t € I. Uma propriedade muito importante envolvendo as curvas regulares

e a parametrizacao pelo comprimento de arco é dada pela seguinte

Proposicao 3. Dada uma curva regular o : I — R%. Existe uma curva regular 3 : [0,1] — R?

com o mesmo trago da curva « e que satisfaz |3’ (t)|| =1 para todo t € [0,1].

A proposigao 3 garante que sempre é possivel reparametrizar o trago de uma curva regular
pelo comprimento de arco, consequentemente, o vetor tangente desta nova parametrizagao é

unitario em todo ponto.

Exemplo 3. A curva « : [0, 27] — R? dada no exemplo 1 é regular, mas nio est4 parametrizada

pelo comprimento de arco para todo valor de r # 1 pois

o/ (t)|| = \/(—rsen(t))2 + (rcos(t))? = r-.

Por outro lado, é simples verificar que a curva 3 : [0,27r] — R? dada por

B(t) = (rcos(t/r),rsen(t/r))

possui 0 mesmo trago da curva « (é uma circunferéncia de raio r e centro na origem) e estd

parametrizada pelo comprimento de arco, independentemente do valor de r > 0.

Quando a curva « : I — R? estiver parametrizada pelo comprimento de arco, denotare-

mos o vetor tangente (unitério) desta curva no ponto ¢t € I por T'(t), ou seja,

A partir do vetor tangente T'(t), podemos definir o vetor normal (unitario) N(¢) da curva a no

ponto t € I da seguinte maneira

Observe que o vetor normal N(t) é obtido através da rotacao do vetor T'(t) por uma angulo
de 90° no sentido anti-horério, assim, para cada t € I, o conjunto {T'(t), N(t)} é uma base

ortonormal positiva de R? denominada referencial de Frenet de .
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a(t)

N T(t)

Figura 6: Referencial de Frenet de «

Estamos quase prontos para definir a fun¢do curvatura de uma curva no plano, restando

apenas estabelecer o seguinte resultado:

Proposicao 4. Se uma fungio X : I — R? ¢ diferencidvel e | X|| : I — R é uma fungdo
constante, entao X'(t) L X(t) para todot € I.
[&

Prova. Derivando a equagao || X (t)||* = constante, obtemos

0= %(X(t) X)) =X'(t)- X(t)+ X(t)- X'(t) =2X"(t) - X ().
Segue que X'(t) - X (t) = 0 e, consequentemente, X'(t) L X (t). O

Seja o : I — R? uma curva de classe C*, k > 2, parametrizada pelo comprimento de arco.
Por definicdo, a funcdo vetor tangente unitdrio 7 : I — R? satisfaz as hipéteses da Proposicao
4. Assim, podemos concluir que 7’(t) L T'(t) para todo ¢t € I. Este fato e a definigdo do vetor

normal N (t) garantem a existéncia de uma fungao « : I — R, tal que
T'(t) = k(t)N(t) paratodo t € I. (2)

Definigao 5. A funcao « : I — R, definida pela equagao (2), é denominada fungao curvatura

da curva a. Dizemos que k(t) é a curvatura de o no ponto t € I.

Segue da equagao (2) que a curvatura de « em ¢t € I mede a variagao do vetor tangente

neste ponto, visto que

1T () = 1s(t)].

Antes de prosseguirmos, deixemos registrado o seguinte par de equacoes, vélidas para
toda curva « : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco, conhecidas como Equacoes de

Frenet de a:

para todo t € I.

{T’(t) = k()N
N'(t) = —k(t)T(t)

A primeira das Equagoes de Frenet é simplesmente a definicdo da funcao curvatura e a segunda

equacao segue da Proposicao 4 aplicada & funcdo vetor normal N : I — R? da curva « e do fato
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de {T(t),N(t)}, t € I, formar uma base ortonormal de R? (a defini¢do e os principais resultados
sobre bases ortonormais em R"” podem ser encontrados em ANTON e RORRES). Os detalhes
sobre a deducao das Equacoes de Frenet podem ser encontrados em TENENBLAT.

Em relacdo ao traco da curva « : I — R2, podemos interpretar a curvatura como a
medida do quanto uma curva deixa de ser uma reta. Esta interpretacao pode ser justificada pelo

seguinte resultado:

Proposicao 6. A funcio curvatura de uma curva o : I — R? € identicamente nula se, e somente

se, o traco de « estd contido em uma reta.

Prova. Se a fungao curvatura da curva « é identicamente nula, entao 7"(t) = (0,0) para todo
t € 1. Como I é um intervalo, concluimos que a func¢ao vetor tangente o’(t) é constante, digamos,
o/(t) = a'(tg) = v para todo t € I, onde ty € I é um ponto fixado. Escolhendo arbitrariamente
t1 € I, podemos escrever

t

oz(t)—a(tl):/ a'(t)dt:/tvdt:(t—tl)v,

t1 t1

ou melhor,

a(t) = a(ty) + (t —t1)v.

Mostramos assim que o trago de « estd contido na reta que passa pelo ponto «(t1) na diregao

do vetor v.

Por outro lado, se o traco da curva « estd contido em um reta e « estd parametrizada

pelo comprimento de arco, entao
a(t) = Py +tv para todo t €I,

onde Py € R? é um ponto da reta e v € R? é um vetor diretor unitrio desta reta. Dai, para

cada t € I, podemos escrever
k()N () =T'(t) = " (t) = (0,0).

Como o vetor N(t) é unitério, concluimos que x(t) = 0 para todo t € I. O

Outro fato intuitivo que pode ser confirmado a partir do conceito de curvatura é a
impressao de que uma circunferéncia parece “se curvar” de igual modo em cada um de seus
pontos. A tradugdo matematica desta observacao é que a funcao curvatura de uma circunferéncia
é constante e nao nula. Tanto esta afirmac¢do quanto a sua reciproca (se a curvatura de uma
curva de Jordan é constante e ndo nula, entdo esta curva é uma circunferéncia) podem ser
provadas, e serao de grande importancia neste texto, pois, como veremos, as curvas de Jordan
de comprimento fixo e que delimitam a maior area possivel sao aquelas que tém curvatura

constante. Portanto, faz-se necessério registrar a seguinte

Proposicao 7. Uma curva de Jordan o : I — R? tem curvatura constante igual a ko # 0 se, e

somente se, o trago de a € uma circunferéncia de raio r = 1/kKg.
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Utilizando a parametrizacao 3(t) = (rcos(t/r),rsen(t/r)), dada no exemplo 3, podemos

calcular facilmente a curvatura da circunferéncia de raio r ja que, neste caso,
/ /! 1 1
(1) = B"(t) =~ (1) = - N(1).

Segue da equacao (2) que k(t) = 1/r para todo t € [0,27nr]. A demonstragao completa da
proposicao 7 pode ser encontrada em TENENBLAT.

Vamos finalizar esta se¢do enunciando um resultado que é uma consequéncia do Teorema
de Green. Este resultado sera usado para calcular a area delimitada por uma curva de Jordan.
Mas antes disso, convém lembrar que uma curva de Jordan a : I — R? esta positivamente

orientada se, para cada t € I, o vetor normal N(t) aponta para a regiao delimitada por «.

Lema 8. Seja o : [a,b] — R? uma curva de Jordan positivamente orientada e definida por

a(t) = (x(t),y(t)). Entdo a drea da regigo 2, delimitada pela curva o, € dada por

E importante observar que no lema 8 a curva a nao precisa estar parametrizada pelo

comprimento de arco. Além disso, denotando por o’ (t)*

a rotacao do vetor tangente de o no
ponto ¢ € I por um angulo de 90° no sentido positivo (note que T+ = N), a férmula que fornece

a drea da regido €, delimitada por «, pode ser reescrita na forma

1

b
A(Q) :_2/ alt) - o/ () dt.

3 Formulas de variagao do comprimento e da area

Ao longo desta secdo, a : [0,1] — R? serd uma curva de Jordan de classe C*, k > 2,

parametrizada pelo comprimento arco. Além disso, denotaremos por I' o trago de a.

Dada uma fungao diferenciavel f : [0,!] — R, podemos encontrar um nimero ¢ > 0 tal
que, se [t| < 4, entdo tf([0,{]) C (—¢,¢), onde € > 0 é escolhido de modo que N.(I') seja uma
vizinhanga tubular de I'. Suponhamos que a fungao f satisfaz f(0) = f(I).

Uma variagao da curva « : [0, 1] — R? correspondente & funcio diferencidvel f : [0,1] — R

¢ uma familia de curvas dada por

Li(f) ={ap:[0,]] — R?: ar(s) =a(s) —tf(s)N(s)}.

Observe que To(f) = a : [0,1] — R? para toda fungdo f e que I';(1) é uma familia de curvas

paralelas & curva « para todo t € (=4, 9).
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Figura 7: Variagao da curva «

Lema 9 (Primeira variagdo do comprimento). Seja I'.(f), |t| < ¢, para algum § > 0, uma
variacio da curva de Jordan « : [0,1] — R? correspondente a funcio f : [0,1] — R. Entdo a
fungdo L : (—=6,0) — R dada por

te (~5,8) — L(t) = L(Ty(/))

€ diferencidvel e satisfaz

d

l
G nmn) = [ s

t=0

Prova. Dada uma curva ay € I'y(f), temos

Derivando em relacao a s encontramos
p(s) =T(s) — tf'(s)N(s) = tf(s)N'(s).
Usando as equagoes de Frenet ficamos com
oy (s) = (L +tf(s)k(s))T(s) = tf'(s)N(s). 3)
Como o conjunto {T'(s), N(s)} forma uma base ortonormal de R?, temos
lfp(s)II* = (1 + £ (s)r(s))® + (£f'())*.

Observe que, apesar de a curva « : [0,1] — R? estar parametrizada pelo comprimento de arco, o

mesmo nao precisa ocorrer com as curvas ay da variacao de a. De todo modo, podemos escrever

! !
L) = [ lags)lds = [ A+ EREP + 00
Finalmente, derivando sob o sinal de integracao e fazendo t = 0, concluimos que

d bd
|, L) = |

l
VIR + W GPds = [ s f)ds

t=0
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Lema 10 (Primeira variacao da area). Para cada t € (—6,6), seja Q(f) a regigo delimitada

pela curva de Jordan oy € T'y(f). Entao a fungao A: (—0,6) = R dada por
t € (=6,0) — At) = A((f))

€ diferencidvel e satisfaz

d

l
G e = [ reas

t=0
Prova. Dada uma curva ay € I'y(f), o lema 8 nos diz que

l
A1) = =5 [ asle) e

Utilizando a equagao (3) e as defini¢oes de T' e N encontramos

ap(s)" = (L+tf(s)r(s))N(s) + tf'(s)T(s).

Efetuando a operacao a(s) - oz}(s)L obtemos

ag(s) - afp(s)™ = (1 +tf(s)r(s))als) - N(s) — tf(s)(1+1f(s)) +tf (s)als) - T(s).

Derivando a expressao acima em relagdo a t, fazendo ¢t = 0 e usando as equacOes de Frenet,

obtemos
d

@t ag(s) - ay(s) = als) - (f(5)T(s)) = f(s).

Usando a identidade [a(s) - (f(s)T(s))] = f(s) + a(s) - (f(s)T(s)) podemos escrever

% ag(s) - a}(s)L = [a(s) - (f(s)T(s))]) — 2f(s).
=0
Finalmente
d 1 [(td ,
I t:oA(Qt(f)) = —2/0 i ap(s) - ap(s)tdt

l
_ _;a(s).(f(s)T(s))’;—i-/o f(s)ds

= f(s)ds.

0

Na tltima linha usamos a condi¢ao f(0) = f(I) e o fato de « ser uma curva de Jordan regular.

O]

4 Demonstracao da desigualdade isoperimétrica

Nesta secao vamos demonstrar a desigualdade isoperimétrica. Aqui faz-se necessério

enunciar o Teorema isoperimétrico no contexto de curvas regulares de classe C2.
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Teorema 11 (Desigualdade isoperimétrica). Seja I' o trago de uma curva de Jordan regular de

classe C%, comprimento L(T) e delimitando uma regido 0 C R?. Se A(Q) € a drea de Q, entdo
L(T)? — 41 A(R2) > 0.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, I' € uma circunferéncia.

Prova. Suponhamos que a curva « : [0,1] — R? cujo traco é igual a I' estd parametrizada pelo

comprimento de arco. A demonstracao serd dividida em duas partes:

(i) Para t > 0 suficientemente pequeno considere a variacao I't+(1) da curva a correspondente
a funcao f = 1. Por simplicidade, denotemos por €2; a regiao delimitada pelas curvas da

variagao I';(1). Deste modo, se D; é um disco aberto de raio ¢ e centrado na origem, temos

QDO+ Dy.

Figura 8: Conjunto 2 + Dy

Da relagao A(Q:) > A(Q + D) e da desigualdade de Brunn-Minkowski (Teorema 2) con-

cluimos que

A(y) > A(Q+ Dy)
> [AQ)Y? + A(D)' PP
= A(Q) + 24(Q)2A(Dy)? + A(Dy)
= AQ) + 26AQ) V27 4 mt?
A(Q) + 2tA()YV2 /7,
como t > 0,
A(d) — A()

. > 24(Q)Y2/x.

Fazendo t — 0T encontramos

4 A(Qy) > 2A(Q)Y% /7.
dt]_g
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(i)

Usando a férmula de primeira variagdo da drea (Lema 10) podemos escrever

l
/ F(s)ds > 24(Q) 2 /.
0
Por outro lado, estamos supondo f =1 e a : [0,[] — R? parametrizada pelo comprimento
de arco, ou seja, | = L(I"). Segue que
L(I) > 2A(Q)*/x

e assim,

L(T)? > 4w A(Q).
Se S, é uma circunferéncia de raio r, entao
L(S,)? = 4n*r? = 47 A(D,),
isto é,
L(S,)* — 47 A(D,) = 0.
Portanto, a igualdade na desigualdade isoperimétrica ocorre quando I" é uma circunferéncia
de raio arbitrério.

Suponhamos agora que I' satisfaz
L(I)? — 47 A(Q) = 0.

Dada uma funcao diferencidvel f : [0,1] — R tal que f(0) = f(I), considere a variagao
I'y(f) da curva « : [0,1] — R? (parametrizacio de I') correspondente & fungdo f, onde

|t| < 0 para algum ¢ > 0. Entdo, a fungao h : (—6,0) — R, dada por
h(t) = L(T(f))? — 4mA(Qu(f)),

é diferenciavel pelos Lemas 9 e 10 e atinge o seu valor minimo no ponto ¢t = 0 pois h(t) > 0

pela primeira parte da demonstracao e h(t) = 0 por hipdtese. Assim

0= K (0) =2L(T) 4

d
Sl Lm) —am | AQu).

t=0 dt t=0

Usando as férmulas de variagao obtidas nos Lemas 9 e 10, podemos escrever
/01(2L(F)/€(s) —4m)f(s)ds =0
para toda funcao diferenciavel f : [0,!] — R satisfazendo f(0) = f(/). Escolhendo
f(s) = 2L(T)k(s) — 4,
onde « : [0,]] = R é a funcao curvatura de «, concluimos que
2L(T")k(s) —4m =0 para todo s € [0,1],

ou seja, a fungao curvatura k : [0,I] — R é tal que k = 27/ L(T"). Segue da proposigao 7

que I' é uma circunferéncia.
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5 Sobre o caso tridimensional da desigualdade isoperimétrica

Conforme foi citado na introducao deste trabalho, os resultados aqui apresentados podem

ser estendidos para superficies em R3. Neste caso, a desigualdade isoperimétrica é dada pelo

Teorema 12 (Desigualdade isoperimétrica espacial). Seja S C R® uma superficie compacta e

conezxa de drea A(S) e delimitando uma regiao 2. Se V() € o volume de ), entdo
A(S)? - 36mV(Q)? > 0.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, S € uma esfera.

A demonstracao completa do Teorema 12 pode ser encontrada em MONTIEL e ROS, e
segue a mesma linha apresentada neste trabalho com as devidas adaptacoes. Neste contexto,
a desigualdade de Brunn-Minkowski é aplicada no caso n = 3 e as férmulas de variacao sao
estendidas para a variacao da area da superficie S e para a variacdo do volume da regiao
delimitada por S. Aqui, a curvatura média da superficie desempenha o papel da curvatura no

caso de curvas planas.

Seguindo o mesmo caminho do caso bidimensional, é possivel mostrar que as superficies
que verificam a igualdade no Teorema 12 sao aquelas que tém curvatura média constante. Neste
ponto, podemos aplicar o Teorema de Alexandrov que afirma que, se uma superficie compacta

e conexa tem curvatura média constante, entao esta superficie tem que ser a esfera.
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Resumo: Este trabalho tem por objetivos apresentar uma breve contextualizagao
e formalizacao de conceitos envolvendo problemas pertencentes a uma area da Ma-
tematica denominada Otimizacao. O interesse estd em uma classe particular nome-
ada Programacao Quadratica Irrestrita o qual aparece em diversas situagoes préticas
tanto na fase de modelagem como em processos de busca de solugdes em outros
métodos de otimizacao. Para tanto, descrevemos resultados teéricos envolvendo
condigoes de otimalidade para problemas irrestritos bem como apresentamos dois
algoritmos de busca direcionais, os métodos do Gradiente e de Newton, para entao
justificar matematicamente os motivos pelos quais o método de Newton resolve um
problema dessa classe em apenas uma iteracao, bem como demonstrar a férmula
utilizada para determinar o tamanho do passo no Método do Gradiente.

Palavras-chave: Programacao Quadratica; Método de Newton; Método do Gradi-
ente.

1 Introducao

Conforme apontam Ribeiro e Karas (2013), direta ou indiretamente a nogao de oti-
mizagao faz parte do dia-a-dia do ser humano moderno, dado que as pessoas responsaveis pela
tomada de decisao (em qualquer campo do conhecimento) deparam-se com problemas nos quais

necessitam obter resultados nao somente precisos mas também eficientes.

Nesse sentido, conforme pontuam Hillier e Lieberman (2013, p. 1), desde o desenvol-
vimento da sociedade industrializada, e sobretudo com a eclosao da segunda guerra mundial na
qual os militares britanicos e norte-americanos visando alocar os recursos da melhor maneira
possivel “(...) convocaram grande nimero de cientistas para aplicar uma abordagem cientifica
para lidar com este e outros problemas taticos e estratégicos.”, a demanda por ferramentas que
auxiliem nesse processo decisério por parte de organizagoes, piblicas ou privadas, nos mais di-
versos campos, sejam no ambito cientifico ou empresarial, cresceu substancialmente. E neste

contexto que a Otimizacao Matematica se aplica.

Isto posto, o que vem a ser esse campo de estudo denominado Otimizacdo Matemdtica?

Luenberger e Ye (2016) em sua introdugao escrevem que,



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V.1 (2021) - pp. 23 - 38 24

“O conceito de otimizagao agora estd bem enraizado como um principio sub-
jacente a andlise de muitos problemas complexos de decisao ou alocagao. |...]
aborda-se um problema de decisao complexo, envolvendo a selecao de valores
para uma série de varidveis inter-relacionadas, focando a aten¢ao em um unico
objetivo projetado para quantificar o desempenho e medir a qualidade da de-
cisdo. Este objetivo é maximizado (ou minimizado, dependendo da formulagao)
sujeito as restrigcoes que podem limitar a selecao dos valores das variaveis de
decisdo.” (LUENBERGER; YE, 2016, p. 1, traducao do autor)

J4, Ribeiro e Karas (2013) apontam que a Otimizacao consiste em encontrar pontos
de minimo ou maximo de uma fungao f: A C R"™ — R que estd sujeita a determinadas
restrigoes (outras fungoes). Tal fungao f é denominada funcao objetivo e emerge, quando pessoas
responsaveis pela tomada de decisao deparam-se com problemas nos quais necessitam obter

resultados precisos e, além disso,

“(...) um tnico aspecto adequado de um problema pode ser isolado e carac-
terizado por um objetivo, seja lucro ou perda em um ambiente de negdcios,
velocidade ou distancia em um problema fisico, retorno esperado no ambiente
de investimentos de risco (...)” (LUENBERGER; YE, 2016, p. 1, tradugdo do
autor).

Com isso, por meio de um processo de modelagem é possivel traduzir a situagao que de-
manda ser resolvida para o “mundo matematico”. Essa traducao, de modo geral, é representada
por

Otimizar f(z) ‘ 1)
sujeitoa 2z € QCR"
no qual €2 representa um conjunto de restricoes que podem ser de igualdade ou desigualdade.
Portanto, (1) formaliza em termos matematicos o que vem a ser um problema de Otimizacao

Matematica.

Assim, percebe-se entdo que o modelo consiste em uma espécie de representacao do
“mundo real” no “mundo matematico”. Esse processo de tradugdo como indicam Goldbarg e
Luna (2005, p. 9) envolve “a percepcao do elaborador do modelo (ou equipe de elaboragao), uma
faculdade cognitiva de alto nivel. As férmulas ou equacdes do modelo nao existem prontas e
acabadas na natureza, elas tém que ser identificadas ou criadas.”. Todavia, embora tal processo
vise a extracdo da esséncia do problema, conforme salientam Hillier e Lieberman (2013), vale
destacar que “a correspondéncia entre experiéncia e modelo formal estd longe de ser perfeita: a
traducao esta sujeita a erros, simplificagoes e falhas de comunicagao.” (MARTfNEZ; SANTOS,
1995, p. 1).

Além disso, deve-se observar que o conjunto 2 C R™ (e a fungao objetivo) pode assumir
diversos formatos, uma vez que sua obtencao estd diretamente ligada ao processo de formulacao
do modelo matemadtico. Nesse sentido conforme apontam Ribeiro e Karas (2013) e Goldbarg e
Luna (2005) é possivel agrupar os problemas de otimizagdo em algumas categorias, cada qual

possuindo técnicas especificas para sua resolucao.

Algumas das categorias possiveis sdo: programacao convexa, otimizacao linearmente

restrita, programacao separavel, programacao nao convexa, programacao geométrica, pro-
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gramagao fraciondria e programacao quadrética, sendo que esta tltima serd o tema deste traba-

lho.

Mais especificamente, serao apresentados alguns conceitos e resultados basicos do
campo de Otimizagao Matematica, bem como comentado brevemente a respeito dos algorit-
mos direcionais, em particular os Método do Gradiente e de Newton. Na sequéncia, as segoes
4, 5 e 6 serao responsaveis por formalizar o problema de Programacao Quadratica Irrestrita
e provar matematicamente os motivos pelos quais o método de Newton necessita de apenas
uma, iteragéo para resolver problemas dessa classe além de demonstrar a formula utilizada para

estabelecer o tamanho do passo no Método do Gradiente.

2 Condicoes de otimalidade

Visando estabelecer os critérios para verificar se algum determinado ponto z € € é
o que fornece o melhor valor para uma funcao f dada, isto é, formalizar matematicamente o
que foi discutido na Introducao, esta secao apresenta algumas definigoes e resultados necessarios

para o avanco a Programacao Quadratica Irrestrita.

Definicao 1. Sejam f: Q CR® — R e z* € Q C R™. Definimos #* como sendo um minimsi-

zador local de f em ) se, e sé se, existe § > 0, tal que

f(@®) < fx),
para todo x € B(z*,0) N, com B(z*,J) sendo uma bola de centro z* e raio .

Definigao 2. Sejam f: Q@ CR® — R e z* € Q C R". Definimos «* como sendo um minims-

zador global de f em €2 se, e s0 se,

f(@®) < fz),

para todo x € ).

Isto posto, uma pergunta natural é: “toda funcdo f: A C R — R possui um valor
x* que a otimiza?” A Proposicao 3, conhecida como “Teorema de Weierstrass”, apresenta a
resposta a esse questionamento, e sua demonstragdo pode ser encontrada em Ribeiro e Karas
(2013, p. 36).

Proposicao 3. Se f: Q C R” — R € uma funcdo continua e ) é um conjunto compacto nao

vazio, entao existe minimizador global de f em €.

Ou seja, sob certas circunstancias, é possivel garantir a existéncia de um minimiza-
dor global. Em outras palavras, isto significa que se dado um problema, seja ele de qualquer
natureza, puder ser modelado matematicamente de tal modo que seu dominio seja um subcon-
junto compacto (limitado e fechado) de R™, entao pode-se garantir a existéncia de um valor que

minimiza f, independente da natureza do problema que o gerou.
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Ademais, vale destacar que embora o Teorema de Weierstrass faca referéncia a minimi-
zacao de uma funcao, tal proposicao também pode ser aplicada no contexto de maximizagao de f,
dado que maximizar f é o mesmo que minimizar — f. De fato, suponha que x* seja maximizador

global de f: 0 C R®™ — R, assim, por definicdo temos que para todo x € (2,

logo, para todo x € 2,

Portanto, segue por definicao que x* é minimizador global de —f: 2 C R — R. A Figura 1

ilustra essas ideias.

x” é o mazimo de [ : Gr(f)

z" € o minimo de — f

Figura 1: Minimizar f é equivalente a maximizar — f

Diante disso, a proposicao 4 estabelece os critérios que permitem afirmar se algum x

pertencente ao dominio de f pode ser um candidato a minimizador (ou maximizador) local.

Proposicao 4. Seja f: R" — R diferencidvel em z* € R™. Se x* é minimizador local de f,
entao
Vf(z*)=0.

Prova. Suponha f: Q C R® — R diferencidvel em z* € e £* minimizador local de f em (2.
Além disso, suponha d € R™\{0}.

Com isso, uma vez que z* é minimizador local, segue por definicao, que existe 4 > 0
tal que para todo x € B(z*,9) N,

f(@®) < f(a),

e portanto, em particular, para x = 2* + td com t € (0, 4), isto é, para todo t € (0, ),

f(@™) < f(z* +td).
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Assim,
0 < f(z" +td) — f(x¥).

Além disso, fazendo uso da féormula de Taylor de ordem 1 , juntamente com a mudanga

de varidvel td = x — x*, temos que
fla* +td) = f(z") +tV f(2*) d +r(t),

para lim =2 = 0.
t—0

Logo,

0 < fa* +td) — f(2") = 0 < f(a*) +tVf (@) d+r(t) — f(2")

—=0< tvf(CC*)Td—{—T(t) — g < tVf(f*)Td n T’(tt)

t) . . r(t)
< #\T' 7"( < *\T'
= 0 < Vf(z") d—l——t :>thm00_thm0<Vf(x) d+ n )
e 0< V(@) d+ Tim "2

t—0 ¢

r(t)

. t
e como lim -

= 0, temos que
t—0

Vi@*)Td>o. (D.6)
Diante disso, suponha por absurdo que Vf(z*) # 0, logo tomando d = —V f(z*) em (D.6),

temos que
V@) (=Vf(@*) > 0= —||[Vf(@")]]? > 0= [|[Vf(=")|]* <0,

o que é absurdo, portanto, nao se pode supor V f(z*) # 0, logo V f(z*) = 0.
O

Posta em outras palavras, essa proposicao informa que dado qualquer x no dominio
de f se Vf(z) nao for nulo, entdo x nao pode ser sequer um candidato a minimizador local.
Sendo assim, elementos de R™ que satisfazem essa proposigao (também conhecida como condi¢do
necessdria de 1 ordem) recebem um nome especial, o qual serd formalizado com a defini¢ao

seguinte.

Definicao 5. Sejam f: Q C R" — R diferencidvel em 2 e z* € 2. Definimos £* como sendo

ponto critico ou (estaciondrio) de f se, e s6 se, Vf(z*) = 0.

Isto posto, convém enfatizar que as fungoes (objetivo e/ou restrigoes) envolvidas podem
nao ser tao elementares, ou mesmo que sejam, podem demandar muitas varidveis, e assim, a

solucao direta pode nao ser uma boa opgao.

Diante disso, entram em cena os métodos de busca que funcionam como um meio de, a
partir de um palpite inicial o € R™ para a solugao do problema, encontrar outros pontos, mais
precisamente uma sequéncia de pontos de R” que, idealmente, conforme destacam Luenberger e
Ye (2016) e Ribeiro e Karas (2013), geram uma sequéncia de pontos de R™ que se aproximam da
solucao 6tima. Diante disso, a proxima secao serd destinada a apresentar alguns desses métodos

de busca.
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3 Algoritmos com buscas direcionais

Imaginemos a seguinte situacao, encontrar o minimo de uma dada funcao f que possui

o seu grafico ilustrado na Figura 2a.

2.5

15

15 f

0.5

-05 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 2: Minimizac¢ao por bisseccao

Intuitivamente podemos inferir que se escolhermos z* = 1 entao esse valor fara % f(1) <
0 pois, visualmente, a fungao ainda pode assumir valores menores que f(1) caso tomemos valores
a direita de 1 para x*. Assim, f(1+¢) < f(1), fazendo com que f(1 +¢) — f(1) < 0. Logo,

z* = 1 nao podera ser ponto critico de f.

Porém, se tomarmos agora x* = 2 sua derivada sera positiva, pois novamente a intuicao
visual informa que f ainda pode assumir valores menores que f(2) na condi¢ao de escolhermos
algum valor a esquerda de 2. Deste modo, agora f(2+¢) > f(2), e assim f(2+¢) — f(2) > 0,
fazendo que %f(Q) > 0.

Diante disso, é razodvel supor que embora ainda nao saibamos qual é o valor que
minimiza f, o intervalo (1,2) certamente contera um valor que minimiza f, ao menos localmente.

A Figura 2b ilustra essas ideias.

Ou seja, % f(xg) < 0 implica que o valor que minimiza f encontra-se a direita de z,
em contrapartida, se % f(zg) > 0 entdo x* deverd estar a esquerda de zg.! Isto posto, uma

estratégia para explorar essa caracteristica consiste em

1° Tomar um intervalo [a,b] de modo que L f(a) - < f(b) < 0;

b
2° Calcular zy como sendo —12_&;

3° Tomar o novo intervalo (a,b) de tal modo que ou a = xg se %f(xo) <0oub=ux

se %f(wo) > 0;

'Porém, deve-se observar que isso é sempre verdade para o caso de a funcéio a ser minimizada ser convexa.

Para mais informagoes, consultar Hillier e Lieberman (2013, p. 953).
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o b+a .. . . .
4° Calcular ;1 como sendo — caso x] seja seja a solucao 6tima ou seja suficien-

temente bom pare, se nao execute uma nova iteracao.

Portanto, percebamos que tal estratégia consiste em ir reduzido o intervalo de busca pela me-
tade até encontrar a solucao desejada, ou ao menos obter uma solucdao com a precisao tao boa
quanto se deseja. Essa abordagem é conhecida como método da bisseccao e um exemplo de

implementacao é ilustrado pelo Algoritmo 1.

Tomar um intervalo [a, b];
b+a
2 Y

Escolher o palpite inicial como sendo zg =

k < 0;
enquanto V f(x) # 0 faga
se L f(z)) < 0 entdo
‘ a < Tk;
senao
‘ b« xp;

fim

b+a
T = 5 ;

fim
Algoritmo 1: Exemplo genérico de implementacao do método da bisseccao

Notemos que o método da bisseccao de fato faz uso da ideia de, a partir de um valor
inicial, obter outros de modo que f(z;) < f(x;—1). Todavia, como estender essas ideias ao R™?

Visando responder a esse questionamento temos a seguinte definicao.

Definigao 6. Sejam f: R" — R, T € R" e d € R"\{0} uma diregao. Definimos d como sendo
uma direcao de descida para f a partir de T se, e s6 se, existe § > 0 tal que f(Z+td) < f(T)
para todo ¢t € (0,9).

Isto posto, embora a Definicao 6 estabeleca como identificar se dada dire¢do d é ou nao

de descida, a proposi¢ao seguinte vem para ajudar nesse processo de verificagao.

Proposicao 7. Seja f: R" — R. Se Vf(Z)'d < 0, entdo d é uma direcio de descida para f a

partir de T.

Prova. Suponha V f(Z)7d < 0, assim da definicio de derivada direcional temos que

0

e como existe a derivada direcional na direcao d, entao f restrita a direcao d é continua neste

ponto T, e portanto, para t # 0,

o f@ )~ @)

t—0 t

< 0.
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Logo, da definigao de limite, existe § > 0 tal que

f(@ +td) - f(T)
t

<0,

para todo t € (—6,0). Assim, f(ZT + td) < f(¥) para o caso particular em que ¢ € (0,0).

O]

Pondo em outras palavras a Proposicao 7 estd informando que caso a derivada na
direcao de d seja negativa, entao existirao nessa mesma direcao vetores de R” de modo que o

valor de f aplicado em tais vetores sejam menores que f ().

Sendo assim, de posse dessas duas ferramentas o Algoritmo 2 estabelece uma estratégia

genérica para minimizar fungoes de R".

Escolher xg;
k + 0;
enquanto V f(xy) # 0 faga
Obter dy, tal que V f(x)Tdy, < 0;
Obter t; > 0 tal que f(xg + trdy) < f(zk);
Tyl < Tp + dg;
k< k+1;

fim
Algoritmo 2: Algoritmo de descida

Colocando em outros termos, o que o Algoritmo 2 faz em sua esséncia é, partindo de
um ponto inicial, encontrar uma direcao na qual a imagem de f diminui, isto é, obter uma
direcao de descida, para entao encontrar o novo ponto inicial e recomecar o processo levando em

consideracao essa atualizacao.

Na prética, a condicdo V f(x) = 0 é substituida por algum critério de parada?, seja pelo
fato de que encontrar xj que atenda a especificacdo pode requerer um alto custo computacional,
ou simplesmente pela solucao desejada nao necessitar ser a melhor, mas sim uma suficientemente

boa.

Além disso, conforme colocam Ribeiro e Karas (2013), as escolhas de dj, e t; ndo podem
ser arbitrarias pois, se assim o fossem, poderiam gerar uma sequéncia de pontos que, embora
possuam pontos de acumulagao estes podem nao ser estacionarios, isto é, podem nao ser bons

candidatos a minimizadores.

Diante disso, uma pergunta natural que emerge é: “Como escolher dj e t; de modo
conveniente ao proposito de minimizar f mais rapidamente?”, a qual pode ser parafraseada
em: “Como escolher as direcoes e as amplitudes de cada passo em direcdo ao minimo de modo

eficiente?”.

2Por exemplo, substituir V f(zx) = 0 por Vf(zx) < € em que € é escolhido de modo que zj ¢é suficientemente

proximo da melhor solugao possivel.
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Pois bem, no que se refere a escolha da direcao em problemas de minimizagao, é natural
a escolha de —V f(xy) pois, da teoria do célculo em R™, sabe-se que o vetor gradiente aponta
no sentido de maior crescimento de f. Sendo assim, visando ilustrar essas ideias, consideremos
a seguinte situacao:

minimizar  f(x) = —2x120 — 272 + 22 + 223.

Para tanto, deve-se primeiramente estabelecer um critério de parada, nesse caso
|IVf(zr)|| < e = 0,1 e também um palpite inicial para a solugdo, nesse caso xg = (0,0).
Assim, dado que

—f——2x2+2x1 e—f——2x1+4:c2 2,
Cll‘l

temos que
IV f(zo)ll = [IVF(0,0)]| = [[(=0+0,-04+0—2)[| = [[(0, =2)[| = \/0? + (=2)? =2 > ¢.

Portanto, iniciamos a primeira iteracao com

—Vf(xg) =—-Vf(0,0)=—(0,-2) = (0,2),
e assim, da defini¢ao de diregao de descida (Defini¢ao 6), temos que

f(zo + to(=V f(z0))) < f(z0)
<~ f((0,0) + t0(0,2)) < £(0,0)
— f(0,2tg) = —2-0- (2tg) — 2- (2tg) + 0% + 2(2t()*

<-2.0-0—-2-0+0%2+2.02
= —4dty + 8t3 < 0.

Ou seja, qualquer £y tomado de modo que —4ty + 8t(2) < 0 j4 seria suficiente para “descermos”
no sentido do minimizador. Todavia, é razoavel optar pelo tg de tal modo que essa descida seja
a mais rapida possivel, sendo assim recaimos em outro problema de minimizacao, desta vez um

de apenas uma variavel.

Neste caso, fazendo uso da Proposicao 4 para o caso particular de funcoes de uma

variavel, temos que

d 1
—(—Atg + 8t3) =0 <= —4 +16tg = 0 <= tg = .
dt 4

Portanto, o tamanho do passo no sentido de —V f(xg) serd tg = %, isto é,

v =(0,0)+ 1(0,2) = <o, ;) .

Logo, encerra-se a primeira iteracao e verifica-se novamente o critério de parada.

o (u2)] - (- 202004 -2) - ()

:\/(_1)2+<_Z’>2: 419 \ﬁfl 803 > c.
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Com isso, devido ao fato de que z1 nao satisfaz ao critério de parada, repete-se o

processo aplicado na iteragao 1 de modo a obter z; que atenda ao critério de parada estabelecido.

Em resumo, esse processo fornece uma ideia de como fazer uso dessa estratégia de
minimizacao envolvendo o vetor gradiente. Devido a sua importancia essa estratégia recebe o
nome de Método do Gradiente, também conhecida como Método de Cauchy. O Algoritmo

3 resume essa abordagem.

Escolher o critério de parada € > 0;
Escolher xg;
k + 0;
enquanto ||V f(z)|| > ¢ faca
Definir dy = —V f(xp);
Obter t; > 0 tal que f(xg + trdr) < f(zx);
Tyl ¢ Tp + dg;
k< k+1;

fim
Algoritmo 3: Método do Gradiente

Conforme destacam Ribeiro e Karas (2013, p. 91), este método converge globalmente,

e sua demonstracao pode ser encontrada na pagina 91 deste mesmo livro.

Isto posto, outra caracteristica importante que o exemplo anterior ilustra é o fato de
que a determinacao do tamanho de passo k em sua respectiva iteracao nao ¢é algo tao elementar,
pois isso requer a resolucao de outro problema de minimizagéo, em particular minimizar f na
diregao di. E, conforme aponta Friedlander (1994, p.33) esse processo recebe o nome de busca

linear exata.

Diante disso, dado que obter t; tamanhos de passo exige a resolucao de k problemas
de minimizagao (cada qual associada a sua respectiva diregdo dj), quando deseja-se utilizar
a abordagem da busca linear exata para a obtencao do tamanho do passo na iteragao k, a
implementacao do Método do Gradiente requer o uso de um segundo algoritmo de minimizagao.
Porém, diferentemente do problema inicial, este “subproblema” consiste na minimizacao de
fungoes de apenas uma varidvel, e assim podemos fazer uso de algoritmos ja bem estabelecidos

como o método da bisseccao e o método da secao aurea.

Todavia, nem sempre a aplicagao da busca linear exata para cada iteragao é conveniente,
seja por tal técnica demandar um alto custo computacional, ou mesmo pelo fato de que a
minimizacao do subproblema associado a iteragao k simplesmente nao é possivel. Sendo assim,
entra em cena a busca inexata que, ao invés de obter o melhor tamanho de passo na direcao
d, visa encontrar um tp suficientemente bom, isto é, nao almeja minimizar o subproblema
associado a iteracao k, mas sim “[...] busca uma boa redugao da funcao ao longo da direcao,
sem tentar minimizé-la.” Ribeiro e Karas (2013, p.77). Algumas das estratégias utilizadas na

busca inexata sdo: Regra de Armijo, Regra de Goldstein, Regra de Wolfe e Regra de Wolfe
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forte?.

Todavia, tendo em vista o que o foco deste trabalho, além de ser de carater introdutoério,
abarca somente problemas de programacao quadratica irrestrita, a estratégia escolhida para a
determinacao do tamanho de cada passo serd a busca exata, pois como sera discutido na secao

seguinte, encontrar o tamanho do passo t; nessa classe de problemas é sempre possivel.

Voltemos ao problema
Minimizar  f(z)

(2)

sujeitoa =z € R™
Como discutido na Secao 2, para resolvermos (2) devemos encontrar algum z* de tal modo que
Vf(z*) = 0. Diante disso, visando alcancar esse objetivo, devemos entao escolher ndao s6 uma
direc@o de descida (dj) mas também o tamanho do passo que serd dado nessa direcao (t;). Uma
das estratégias para isso consiste no Método do Gradiente, que apoia-se na ideia de “seguir” a

diregdo de —V f(xy) em cada iteragao.

Todavia, uma outra abordagem consiste em tomar xx,1 como sendo o ponto que mi-
nimiza a aproximacio de Taylor de segunda ordem® na iteracio k. Essa estratégia é conhecida

como Método de Newton® e é implementada pelo Algoritmo 4.

Escolher o critério de parada € > 0;
Escolher xg;
k <+ 0;
enquanto ||V f(zy)|| > ¢ faca
Definir dy = —(V?f(2x)) 'V f (21);
Tpy1 < Tg + dg;
k< k+1;

fim
Algoritmo 4: Método de Newton

Salientamos aqui que o cédlculo da dire¢ao di do Algoritmo 4 é feito geralmente resol-
vendo um sistema de equacoes lineares que tem um custo computacional menor que o necessario
para a inversao de matrizes (RIBEIRO; KARAS, 2013).

4 Programacao quadratica irrestrita

De acordo com Hillier e Lieberman (2013), na classe de problemas de programagao

quadratica as restri¢es sao lineares, porém sua funcao objetivo possui lei de formacao contendo

3Para mais detalhes, ver Shi e Shen (2005).
1Vale destacar que também hé a estratégia de utilizar a aproximacéo de Taylor de primeira ordem. Nesse caso

utilizam-se propriedades da Jacobiana para chegar ao mesmo resultado. Ao leitor interessado em mais detalhes

recomenda-se a leitura de Ribeiro e Karas (2013, p. 96)
5Mais especificamente Método de Newton Puro, pois t; = 1 para todo k. Todavia, para uma discusséo tedrica

mais detalhada desse método sugere-se a leitura de Ribeiro e Karas (2013) e Martins e Pereira (2010).
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termos quadraticos ou produto entre duas varidveis. Em particular, consideremos o caso de

programacao quadratica irrestrita, caracterizada matricialmente por,

Minimizar

sujeito a T

f(z)=32TAz +bT2 +c

€ R,

combeR" ceRe A€ Myx,(R) simétrica definida positiva.

f(z)

Notemos que

1
= §$TA$+bT$+C
1 [
=3 ||z %2
1 [
—2 X1 X9

+ |:b1l'1 b2$2
1
2

.

.

ail  ai2 A1n
az1 a2 A2n
anl Aan2 Qnn

ai1x1 + ajexo + - - -

ag1T1 + az9x2 + - - -

ap1%1 + ap2Ts + - -

x1

x2

+ [bl by

Tn

+ a1nn

+ ag2n Ty

+ ApnTy

bnxn} +c

+ - -t a1y + apoxoTy, + -0 + annx%} )

+ [blflfl ngg

bna:n] +c

1
2 2
§(a11$1 + a12x122 + - - + A1pT1Th, A21T1T2 + Q2225 + - - - + A2, T2Ty

2
+ a1 T1 Ty + An2T2Ty + -+ App )

+b1wy + bowo + - + bpxy +

Deste modo, segue da Proposicao 4 que se z* minimiza f, entao

Com isso, derivando f analiticamente em relacao a z1,xo,...,x,, obtemos que

9
85[,‘1 N 2

Vi) =0=

0
o0x1
0
Oxa

f@)
f(z")

1
f=s2anz1 + a1222 + -+ + @12y +az1r2 +0+ - +0

ot ATy 04+ 0) + by

2 2
=—( [anxl + a12x122 + -+ -+ A1pT1Ty + A21T1T2 + Q2275 + - - + A2 T2Ty

1
= 5(26611331 +apxe + - -+ Aip®y + 2122 + -+ Ap1xy) + b1

1
= 5(26111961 + (a12 + ag1)xa + -+ - + (a1n + ani)xy,) + b1,

r1

x2

Tn

3)
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e como A é simétrica, segue que

0 1
o, = 5(26111961 + 2a0122 + - - + 2ap1Ty) + b1
1
=5 2(anxr + a1z + -+ anizy) + b
= a1121 + a2122 + - - - + ap1x, + b1.
Analogamente, mostra-se que 8%2]“ = a1 + axwrs + -+ + anoxy + ba, ..., %f = ap1x1 +

An2xa + + - + AnnTyn + by. Ou seja,

) -
7o f(21) aj1wy + a1re + -0+ ap1Ty + by air a1 - Apl 1 b1
9
9251 (2) a21%1 + A% + -+ - + An2Zpn + b2 agr Qe - Ap2 T N ba
o)
aggnf(xn) ap171 + an2Z2 + -+ + AppTn + by anl Gp2 **°  Gnn In bn
aix a2 - ap x1 by
a1 az - A, T2 by .
=1 . . R B N B o (A ser simétrica)
Gpl Qp2 - dnn Tn by,
= Ax +b.

E portanto, em particular para z*, temos que
Vi) =0<= Az*+b=0.

Isto é, uma forma de solucionar problemas de programacao quadratica irrestrita consiste na
resolucao de um sistema linear, dado que nessa classe de problemas, obter z* é teoricamente

possivel desde que A seja inversivel.

Como podera ser constado na Secao 5, o método de Newton explora essa caracteristica

para resolver problemas quadraticos (aqui sem restrigdes) em apenas uma iteracao.

5 Meétodo de Newton aplicado a programacao quadratica irres-

trita

Consideremos f: R™ — R tal como definido em (3). Com isso, aplicar o Algoritmo 4

faz com que a direcdo de descida na iteragao zero seja,

do = —(V?f(20)) "'V f(20) = —(V(Vf(0))) "V f(0)
= —(V(Azg+ b)) Y(Azg+b) = —A H(Azg + b) = —xg — A7 0.
E com isso,
xr1 = Xg+ (—1‘0 — A_lb) = —A" 1.

Ou seja, a abordagem de Newton aplicada a problemas de programacao quadratica irrestrita

minimiza f em apenas uma iteracdo. Assim, reescrevendo o Algoritmo 4 obtemos:
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Escolher o critério de parada ¢;

Escolher z;

k + 0;

enquanto ||V f(zy)|| > € faga
Definir dj, = —z1, — A~ b,
Tpy1 < Tp + dy;
k< k+1;

fim
Algoritmo 5: Método de Newton aplicado a programacao quadratica irrestrita

6 Meétodo do Gradiente aplicado a programacao quadratica ir-

restrita

Novamente, consideremos f: R" — R tal que f(z) = %xTAm +b"2z + ¢. Aplicando o
3 temos que a diregao associada a iteracao k serd dy, = —V f(x), enquanto que, visando obter
ti de tal modo que a descida em direcao ao minimizador seja a mais rapida possivel devemos

resolver o seguinte subproblema de otimizacao (a cada iteragao):

minimizar  g(tx) = f(zr + trdy)
sujeito a tx > 0.

Diante disso, aplicando a proposicao 4, temos que

gl(tk) =0.
Logo, obtemos que

V(g + trdy) dy = 0 <= V f(zp41)"d = 0 <= (Azpp1 + ) d, =0
— (Azp + trdy) + b)Tdy = 0 <= (Axy + tpAdy, +b)Tdy, = 0
= (Azp + b+t Adp) dy, = 0 = (Vf(xp) + trAdg) dy, = 0
= (Vf(ar)" + te(Adp) " )de = 0 <= V f () dy + te(Adi)"d = 0

V()" dy

= te(Ady) dy = =V f (o) 'y =t =~ r

Assim, das propriedade de transposto e do fato de que A é simétrica, segue que o tamanho do

passo relativo a iteracao k é dado por

P Vi) de - Vf(z)"V f(ar)
T dTAd, V(e TAVf(xy)

Ou seja, o Método do Gradiente aplicado a problemas de programagao quadraticos é

dado por:
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Escolher o critério de parada ¢;

Escolher z;

k + 0;

enquanto ||V f(zy)|| > € faga
Definir dy, = —V f(xy);

L Vi) V() |
Definir t = e, Stavin)’

Tpq1 ¢ Tg + Lgdy;
k< k+1;

fim
Algoritmo 6: Método do Gradiente aplicado a programagao quadratica irrestrita

7 Consideracgoes finais

Este trabalho buscou apresentar uma breve contextualizacdo e alguns conceitos envol-
vendo o campo da Otimizacao Matematica, além de definir uma classe particular de problemas
da Otimizagao chamada de Programacao Quadratica Irrestrita. Em especial, buscou-se mostrar
que nessa classe o método de Newton resolve um problema em apenas uma iteragao bem como

provou-se a formula utilizada para determinar o tamanho do passo no Método do Gradiente.
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Solubilidade por meio de radicais de equacoes polinomiais de
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Resumo: Nosso objetivo neste trabalho é apresentar técnicas classicas de resolugao
de equagoes polinomiais de grau menor ou igual a 4 por meio de radicais. Fazemos
também um breve apanhado histérico sobre a busca de tais formulas. Em particular
estamos interessados em comprovar que toda equagao polinomial de grau menor
ou igual a 4 é solivel por meio de radicais, mesmo que as solugbes (raizes) sejam
nimeros complexos.

Palavras-chave: Equacoes polinomiais; Solubilidade por radicais; Férmula de Car-
dano.

1 Introducao

Nesta secao faremos um apanhado de defini¢Oes e conceitos relevantes para este texto.
Acreditamos que o leitor esteja familiarizado com a maioria destas definigdes e resultados.

Mesmo assim vamos enunciar estes resultados por motivos de referéncia textual.

Denomina-se polindmio na varidvel x, qualquer expressao escrita na forma
-1 -2
anT" + ap_12" " + ap_ox™+ -+ a1z + ao, (1)

sendo que ag, ai, ..., a, sao coeficientes constantes (reais ou complexos) e n € N.

E comum designar um polinémio de forma mais econémica como uma funcao p(z). Ao

afirmar que p(x) é um polinémio entao deve ficar claro que

p(x) = an@™ + an13" "+ an_g2™ 2 + - + a1 + ap.

Um polinémio p(x) é chamado de polindémio nulo, se todos os coeficientes da expressao
(1) forem iguais a zero. Neste caso escrevemos p(x) = 0. Dizer entao que p(z) é nao nulo, e

escrevemos p(x) # 0, significa que pelo menos um dos coeficientes da expressao (1) é nao nulo.

Definigao 1. Dado um polinémio p(z) ndo nulo, entao o grau de p(z) é o maior nimero natural

n de forma que a,, # 0. Representamos o grau de p(z) por gr(p).

Note que nao estd definido o grau do polinémio nulo. Mas o grau de um polinémio
pode ser igual a 0. De acordo com a definigao anterior, se gr(p) = 0 entao ag # 0 e com isso

p(x) = ag é obrigatoriamente nao nulo.
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Definigao 2. Denomina-se equacao polinomial na incégnita x a toda equacao da forma

2

anz™ 4+ an_12"  + ap_ox" 2+ -+ a1z +ag =0, (2)

sendo ag, a1, ..., a, sdo coeficientes constantes (reais ou complexos), com a, # 0en € N. O

nimero n é chamado de grau da equacao polinomial.

Note que uma equagao polinomial pode ser escrita na forma simplificada por p(z) = 0,
sendo que p(x) representa o polindmio do lado esquerdo da equagao. Neste caso, o grau da

equagao polinomial é também o grau do polindmio p(z).

Definigao 3. Dado um niimero «, real ou complexo, o valor do polinémio p(z) em « é o ntimero

denotado por p(a)) dado por
p(a) = apa” + an—loln_1 + an—2an_2 + -+ ara+ap,

isto é, p(a)) é o nimero obtido ao substituir z por a. Se além disso p(a) = 0, entdo « é dito

uma raiz de p(z).

Definicao 4. Um ntmero «, real ou complexo, é chamado de raiz ou de solucao da equagao
polinomial,
ant" + ap 12" N+ ap_0z" 24+ +ax+ag =0,

se

2

an@™ + an_10" '+ ap_0a" 2+ -+ aja+ag = 0,

isto é, ao substituir a incégnita = por «, a igualdade torna-se verdadeira.

Note que se p(x) é um polinémio, entdo uma raiz a de p(x) é também uma raiz ou uma

solucdo da equagao p(z) = 0.

Embora o conceito de raiz de uma equacao polinomial seja relativamente simples, em
geral nao é uma tarefa muito simples encontrar tais raizes (ou solugoes). Algumas vezes as raizes
sao numeros irracionais ou mesmo numeros complexos. Resolver uma equagao polinomial por
meio de radicais significa encontrar as raizes da equagao manipulando os coeficientes da equagao.
Desta forma, uma equacao polinomial é solivel por radicais quando suas solucées podem ser es-
critas como expressoes que incluem apenas somas, subtragoes, multiplicacoes, divisoes, poténcias

e raizes envolvendo seus coeficientes.

Os alunos do ensino fundamental ja estao familiarizados com a obtencao de solugoes de

equacoes polinomiais de grau 1 ou 2. No caso de uma equagao de grau 1, ou de primeiro grau,
ar+b=0,

com a # 0, a solucdo = = —g pode ser facilmente encontrada por manipulagdo dos coeficientes.

No caso de uma equagao de grau 2, ou de segundo grau,

az® + bz +c=0,
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_ 3 _h_ 2__ ’ ~ 3 Y
%\/W ez = @ também sao bem conhecidas. Nao

com a # 0, as solugoes xg =
importa se estas solugoes sao fornecidas com o que chamamos de “férmulas prontas”, pois estas

férmulas prontas sao obtidas manipulando-se os coeficientes da equagao.

O Teorema Fundamental da Algebra, demonstrado por Karl Friedrich Gauss em 1799
em sua tese de doutorado, garante que uma equacao polinomial de grau n possui exatamente n
raizes complexas. De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, uma equagao polinomial
de grau n,

p(z) = apx" + 12"Vt ap_ox™ 2+ 4+ a1z + ag =0, (3)

com coeficientes reais ou complexos, possui exatamente n raizes r1, 79, . .., T, reais ou complexas

(nao necessariamente distintas) e além disso,
p(x) =an(x —r1)(x—12) - (T —T0).

O trabalho de encontrar estas n raizes pode ser feito por partes. Caso se possa deter-

minar uma raiz r; da equagao (3), entdo podemos escrever

p(x) = (z —r1)q(@),

e o trabalho de encontrar as demais raizes de p(x) pode continuar pela determinagao das raizes
de ¢(x). A vantagem neste caso é que o grau de ¢(z) é menor do que o grau de p(z). Para ser

mais preciso, se gr(p) = n, entao teremos gr(q) =n — 1.

Nas proximas duas secoes apresentaremos técnicas de solugao por meio de radicais para
equacoes polinomiais de graus 3 e 4. Equacoes polinomiais de grau maior ou igual a 5 nao sao
soliveis por meio de radicais. Quem demonstrou isso foi o matematico Evariste Galois. O
leitor interessado na Teoria de Galois ou em mais informacoes a respeito dos polinémios, como
operagoes com polinémios, raizes de polinémios ou divisibilidade de polinomios, pode consultar
Biazzi (2014).

2 Equacoes polinomiais do terceiro grau

Desde a descoberta de uma férmula que resolvesse a equagao do 2° grau, os matematicos
comecaram a pensar em formas de resolver as equagoes de grau 3. Uma equagao do terceiro
grau é uma equacao na forma

ar® +bz® + cx +d =0, (4)
com a, b, ¢ e d coeficientes reais ou complexos e a # 0.

No inicio do século XVI, dois mateméticos italianos, Tartaglia e Cardano, conseguiram
encontrar uma férmula para a resolugdo das equagbdes do terceiro grau. Girolamo Cardano
(1501-1576) era um respeitado professor de Bolonha e Milao que frequentava a alta sociedade
e além de matematico era médico, astronomo, astrologo e filésofo. Ele tinha grande vontade

de aprender sobre os mais diversos assuntos, o que resultou na publicacao de diversos livros.
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J& Tartaglia, cujo nome oficial é Niccolo Fontana (1500-1557), era érfao de pai e muito pobre.
Ainda na infancia, quando sua cidade foi atacada pelos franceses, Niccolo sofreu um golpe que
perfurou seu palato e o deixou gago para o resto da vida, e por isso recebeu o apelido Tartaglia,
que significa gago. Apesar das dificuldades, Tartaglia era autodidata e muito inteligente e se

tornou professor de matemaética.

A obtencao de uma férmula resolutiva para as equagoes do terceiro grau teve inicio por
volta de 1510 quando Scipione del Ferro, professor de Matematica da Universidade de Bolonha
encontrou uma férmula para resolver as equacoes do tipo 2 + pxz 4+ ¢ = 0. Ele nao publicou
essa férmula, mas compartilhou-a com seu aluno Antonio Maria Fior que posteriomente iniciou
um desafio com Tartaglia que consistia em um passar para o outro uma lista de equacoes de
terceiro grau para serem resolvidas. Tartaglia aceitou o desafio e em 1535 conseguiu encontrar
uma forma geral para resolver as equacoes do tipo 23 + pa? 4+ ¢ = 0, além daquelas ja conhecidas
por Fior. Cardano, que na época estava escrevendo uma obra englobando Algebra, Aritmética e
Geometria, sabendo da resolucao obtida por Tartaglia pediu a ele que a revelasse para que fosse
colocada em seu livro, mas Tartaglia nao concordou alegando que tinha intencao de publica-la

numa obra prépria.

Cardano implorou, sob juramento ao Evangelho, que nao publicaria a férmula e Tar-
taglia decidiu confiar-lhe o segredo. Em 1545, em sua obra Ars Magna, Cardano quebrou a
promessa feita a Tartaglia e publicou a férmula, dizendo ainda que 30 anos antes Scipione del
Ferro ja havia obtido os mesmos resultados. Tartaglia foi a ptblico a fim de esclarecer os fatos
e a traicao de Cardano, mas no fim das contas a férmula obtida por Tartaglia é conhecida até

hoje como Férmula de Cardano.

Contudo, o método desenvolvido por Tartaglia s6 é aplicavel em equacoes de terceiro
grau que nao possuem o termo quadratico e portanto nao podem ser aplicados na equacao geral
(4). Ludovico Ferrari, professor da Universidade de Bolonha e discipulo de Cardano, desenvolveu
um método que permite eliminar o termo quadrético da equagao original (4) transformando-a
em uma equacdo do tipo x® + pxr 4+ ¢ = 0.

b

A técnica de Ferrari consiste em aplicar a mudanga de varidveis z = y — 3=

(4), obtendo
b\* b\? b
(m) #mm) weloz) w0
b2 2% be
3
- — ——+d)=0.
ay+<c 3a>y+<27a2 3a+)

263
27a2

na equacao

e portanto

. 2 . -
Designando agora p =c — 13771 eq= — g—g + d, recaimos em uma equacao de grau 3

sem o termo quadratico.

O que precisamos para obter as raizes da equagao geral (4) é encontrar pelo menos
uma raiz. A partir desta raiz encontrada podemos reduzir o grau do polinémio e usar a férmula

de Bhaskara para determinar as outras duas raizes. Iniciamos, sem perda de generalidade,
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considerando a equacao

23+ ba?+cx+d=0,
pois caso o coeficiente dominante a seja diferente de 1, podemos dividir toda a equagao por a
e obter a equacao com coeficiente dominante 1. De acordo com a técnica de Ferrari, fazendo a
mudanga de varidveis x =y — %, obtemos entao

v’ +py+q=0, (5)

— b? _ 203 _ be
comp=c—Feq=5 —75 +d.

A ideia central agora é comparar a expressdao (5) com a expressao do cubo de uma

soma. Se u e v sao dois nimeros reais ou complexos, entao
(u+v)? = u® + 3u’v + 3uv? + 03,

ou equivalentemente
(u+v)? = 3uv(u+v) — (u® + %) = 0. (6)

Note que esta tltima express@ao é uma equagao cibica, no termo (u + v), que nao
apresenta o termo quadrético. Comparando entao a equagao (6) com a equagao (5), vemos que

a soma (u + v) é uma raiz de (5), desde que
p=—3uv
g =—(u’+0°).

Basta agora determinarmos u e v solucao do sistema (nao linear) acima e a raiz procu-
rada para a equagao (5) serd (u+v). Dentre as varias maneiras para resolver este sistema, vamos

utilizar uma técnica nao convencional que pode ser aplicada neste caso particular. Reescrevemos

3,3 _ _p°
Ut = —5=
u3+v3:—q,

e v3 conhecendo sua soma e seu produto. Por conta disso, sabemos

o sistema como

€ queremos encontrar ’LL3

entdo que u? e v3 sdo as raizes da equacio quadratica

w? — (u® + v¥)w + v =0,

isto é,
3
2 p
——==0.
w” + qw 97
Desta forma
_ /2 P
u3: a+ q+427:;q+ £+£
2 2 4 27
e
3

2 fid
3_—q— Q+427_—q qj
2 2 4
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Portanto

2 3 2 3
-t A ) Sl S
“_\/2+\/4+27 ¢ \/2 Vot

e uma raiz procurada da equagao (5) é

2 3 2 3
_ S B ST A SRS NI B Y i S
yu+v\/2+ 4+27+\/2 4+27.

Finalmente para voltar na equagao original (4), basta ver que x = y + g.

3 e 03, obtidos por este método, podem ser nimeros comple-

3 3

O leitor atento verd que u
xo0s. Nao queremos aqui entrar em muitos detalhes sobre os niimeros complexos, mas caso u° e v
sejam complexos, eles serao complexos conjugados. As raizes cubicas de dois nimeros complexos
conjugados continuam complexos conjugados uma da outra, e a soma de dois niimeros complexos
conjugados é um numero real. Entao, mesmo que tenhamos que determinar as raizes cubicas
de dois numeros complexos, a raiz y encontrada por esta técnica serd um numero real. Para
mais detalhes sobre nimeros complexos, niimeros complexos conjugados e raizes de nimeros

complexos sugerimos Zill (2011).

Como ilustragao da técnica obtida, vamos considerar dois exemplos nos quais queremos

determinar as raizes (reais ou complexas) de polinémios de grau 3.

Exemplo 1. Considerando a equacio 23 — 622 + 62 — 5 = 0, que chamaremos de equacio
original. Sabemos que a substitui¢ao de Ferrari x =y — g = y+ 2 eliminard o termo quadratico.

Fazendo entao esta substituicao, obtemos
(y+2)* —6(y+2)?+6(y+2)—5=0,

e apds a reorganizacao dos termos,
Y2 — 6y —9=0.

Claro que para chegarmos nesta ultima equagao, sem o termo quadratico, poderiamos

usar as férmulas obtidas anteriormente. Como b = —6, ¢ = 6 e d = —5, podemos calcular
p=c— % =—-6eq= % — % + d = —9, obtendo o polinéomio em y, sem o termo quadratico.

Agora, para encontrar u e v, temos que

u3:9+\/<‘9>2+<‘6>3 P v3:§_\/<‘9>2+<‘6>3 1,

2 4 27 4 27
e portanto
u=v8=2 e v=v1=1.
Segue que y = u+v = 3, donde x = y — % =3 - %6 = 5 é uma raiz procurada da

equacao de grau 3. De posse dessa raiz, vamos dividir o polinémio original por (z —5). Temos
entao
2 — 622 +62—5=(x—5)(z* -z +1),



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V.1 (2021) - pp. 39 - 49 45

e agora basta encontrar as duas raizes restantes com a equacio quadrética 2 — 2 +1 = 0. Estas

raizes sao precisamente

1+vVI—4  1+3i
2 2

1-v1—4 1-+/3i

2= 2 2

Segue que as 3 raizes da equacao original, obtidas por meio de radicais, sao zg = 5,
xlz%—i—@i,exg:%—?i.

O leitor poderia agora dizer que o exemplo anterior poderia ser resolvido de forma mais
rapida. E conhecido que uma equagao polinomial geral da forma (2) possui uma solugao racional
na forma % se, e somente se, plag e gla,. Neste caso, os inicos nimeros racionais que poderiam
ser solugao da equacao polinomial do exemplo anterior sao 5 e +1. Poderiamos rapidamente
testar estes quatro valores e encontrar a primeira raiz xg = 5. Este exemplo permite isso, porém
hé casos em que as raizes podem nao ser racionais ou mesmo casos em que ag possui muitos
divisores e o trabalho de procurar raizes por substituicao pode se tornar tdao exaustivo quando

o método que aplicamos, como no exemplo seguinte.

Exemplo 2. Consideremos a equacao x® — 2422 + 160z — 256 = 0, que chamaremos de equacio

original. Fazendo a substituicao de Ferrari x = y — % =y + 8§, temos
(y +8)% — 24(y + 8)* 4 160(y + 8) — 256 = 0,

e reorganizando os termos
v — 32y = 0.

Embora seja uma equagao de grau 3 ainda, ja detectamos que esta equacao agora pode
ser escrita na forma y(y? — 32) = 0. Desta forma as raizes procuradas agora sao mais simples

de serem obtidas e sao

yo = 0, p=V32=4V2 e oy =—V32=—-4V2.

Voltando para a varidvel original x, como = = y + 8, temos as 3 raizes da equacao
original zg = 8, z1 = 8+ 4v2 e x9 =8 — 42,

3 Equacgoes polinomiais do quarto grau

Uma equacao do quarto grau é uma equacao na forma
4 3 2 _
azx” + bx® + cx® + dr +e =0, (7)

com a, b, ¢, d e e coeficientes reais ou complexos, e a # 0. No mesmo documento onde publicou

a resolugdo da equacao do terceiro grau, na Ars Magna, Cardano também publicou um método
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para a resolugado de uma equacao do quarto grau, desenvolvida pelo seu discipulo Ludovico

Ferrari.

A resolucao da equagao de quarto grau pelo Método de Ferrari, consiste primeiro em

transformar a equagao original (7) em uma equagao na forma
a4 pr? 4 r = qu, (8)

ou seja uma equagao do quarto grau sem o termo cubico. Isto é conseguido fazendo a mudanca
b

de varidvel x = y — ;- na equagao original (7), para chegar na forma (8). Vamos aos detalhes.
Inicialmente podemos considerar, sem perda de generalidade, a equacao

2t + b2+ cx? +dr+e=0,

e utilizando a mudanga de varidvel sugerida por Ferrari, x =y — %, obtemos

b\* b\? b\> b
(=) oo=5) +e(v=5) #a(v-5) +e-0

t c—ﬁ 2+ d+bj—@ + &—ﬁ—y—l—e =0
y g )Y 8 2)Y7\16 256 4 -

. _ 32 b be _ b2 3b* _ bd
Designando p=c—“g-, q=d+ %5 — 5 er = 35 — 555 — 7 + ¢, e chegamos na forma

e portanto

desejada

v+t +qy+r=0.
Feito isso, a ideia agora é escrever

y' oy’ =gy,

e tornar os dois membros quadrados perfeitos. Queremos acrescentar entdo em ambos os mem-
bros desta equacao termos que tornem ambos os membros quadrados perfeitos. Para qualquer

2
9" em ambos os membros, obtemos

valor de o € R*, acrescentando ay? e 1o

2 2 2
4 2 q 2 q q
+ (o + +{r+— )=y —qy+ — = ay— —— | .
y +(a+ply < 4a> v —ay+ oo (fy 2\/a)
Entdo queremos encontrar « para que o lado esquerdo da equacao também seja um
quadrado perfeito. Notemos que uma expressao quadratica z2+mz +n é um quadrado perfeito
se e somente se A = m? — 4n = 0. Desta forma procuramos « de forma que

(a+p)?—4 r+£ =0
4o ’

ou ainda

o® 4 2pa® + (p* — 4r)a — ¢* = 0.
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Resolvendo agora esta equagao do terceiro grau, determinamos « que torna ambos os
membros da equacao

q° q°
vty +(r+ - ) =a’ —ay+ -
do da

quadrados perfeitos. Feito isso, jd que ambos os membros sao quadrados perfeitos, basta extrair

raiz quadrada de ambos os membros obtendo

(rr257) -+ (o)

Esta ultima expressao nos fornece duas equagoes quadraticas em y e portanto quatro
valores para y. De posse dos quatro valores obtidos para y, usamos x = y — % para obter as

quatro raizes procuradas para a equacao original.

Notemos que o valor de « foi obtido pela solugdo de uma equagdao do terceiro grau.
Conforme visto anteriormente o poderd assumir trés valores distintos e entao poderfamos per-
guntar se isto nos conduziria a 12 raizes da equagao original, sendo 4 raizes para cada valor de «
considerado. O que acontece nesse caso é que temos quatro raizes que serao combinadas duas a
duas de acordo com a escolha de a.. Lembremos que ha 3 formas distintas de agrupar 4 elementos
dois a dois. Além disso, este o pode ser complexo, ou mesmo um nimero real negativo, o que

conduziria a solugoes complexas da equacao original.
Vamos utilizar as ideias desenvolvidas em um exemplo.

Exemplo 3. Consideremos a equacio z* + 423 — 622 — 362 — 31 = 0. Primeiramente faremos

a eliminacao do termo cibico. Usando a substituicao de Ferrari x =y — % =y — 1, obtemos

(y—1D*'+4y—1)°-6(y—1)>—36(y—1)—31=0
e apds a reorganizacao dos termos,

yt —12y% — 16y — 4 = 0.

Claro que para chegarmos nesta ultima equacao, sem o termo ctbico, poderiamos uti-

lizar as férmulas obtidas nesta secdo. Como b = 4, ¢ = —6, d = —36 e e = —31, calculamos
p:c—%:—llq:d—i—%—%:—16e7’:%—%—1’4—d+e:—4, chegando na equacao

em y sem o termo cubico.

Agora reescrevernos

yt —12y% — 4 = 16y,
2
e acresentamos em ambos os membros os termos ay? e Z—a = %4 obtendo

64 64
v+ (@ —12)y° + (a—4) = oy’ + 16y + —, (9)

sendo que « deve ser uma solucao da equagao cubica

o 4 2pa® + (p* —4r)a — ¢* =0,
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isto é,
a® = 2402 + 160 — 256 = 0.

Usando os métodos da secao anterior para equacao de grau 3, obtemos trés valores
para o que sdo ag = 8, a; = 8+ 4v/2 e ap = 8 — 44/2 (ver segundo exemplo da secio anterior).
Lembremos que como comentado anteriormente, a escolha do valor de o nao alterard as raizes
procuradas, apenas a ordem de obtencao delas. Naturalmente o valor & = 8 é o mais simples de

ser utilizado agora. Com a = 8 em (9) obtemos
yt —4y? + 4 =8y? + 16y + 8,
donde reescrevemos ambos os membros como quadrados perfeitos

(" = 2)* = (VBy + V&),

Extraindo raiz quadrada em ambos os membros, obtemos duas equagoes quadraticas

em y,
v -2=V8y VB e P -2=—(VBy +VB),
ou ainda

Y -VBy—(24+VB) =0 e 4+ VBy—(2-VR) =0,

Resolvendo estas duas equagbes quadraticas obtemos as quatro raizes da equagao de

y0:ﬁ+m,
y1=\@—m,
yzz—\/§+\/4—7\/§,
ys= V21— V.

Para a equacao original lembramos que x = y — 1 e portanto as raizes da equacao

xO:—1+\@+m,
x1:—1+\f—\/4+7\/§,
x2:—1—\/§+m,
azgz—l—f—m.

Observe que nesse caso foram encontradas quatro solugoes irracionais.

quarto grau modificada,

original sao
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Conclusoes

Nos estudos que originaram este trabalho tivemos a oportunidade de observar o quanto a
busca por solucoes de equagoes polinomiais fez com que a matemaética evoluisse ao longo dos anos.
A prépria linguagem matematica sofreu diversas adaptacoes e, podemos dizer até, melhorias para
que fosse mais pratico resolver equagoes. Algumas descobertas da area de resolucoes de equagoes

alteraram de forma definitiva os rumos da matemaética.

Muitos problemas de diversas areas sao modelados por equagoes polinomiais, portanto
sabemos que elas sao de grande importancia. Porém, como existem diversos métodos computaci-
onais capazes de encontrar solucoes com bastante aproximacao, a resolugao por meio de radicais

hoje em dia acaba sendo deixada de lado.

Um fato que chama a atencao nessa tematica é que apesar de as ultimas atualizacGes
nas resolucoes por radicais terem mais de 300 anos, a maior parte dos alunos de ensino médio
nao conhece essas férmulas ou mesmo a histéria tao rica por tras delas. Um trabalho extrema-
mente rico, histérica e matematicamente, seria apresentar para essas novas geracoes o quanto a

matematica evoluiu através da busca pelas solugoes por radicais.
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Resumo: Algumas séries fornecem maneiras de representar fungoes relativamente
complicadas em termos de fungGes mais elementares ou familiares. As séries de
poténcia sao os exemplos mais classicos quando se fala de expansao de uma fungao
em série. No entanto, existem outras séries importantes na Matematica, como a
série de Fourier, a série de Laurent e a série de Fourier-Bessel que é o foco do nosso
estudo. Dessa forma, este trabalho tem como objetivo apresentar as Fungoes de
Bessel e mostrar como representar algumas fungoes como uma série envolvendo estas
fungoes, que é conhecida como série de Fourier-Bessel. Para isso, apresentaremos
alguns aspectos da Equagao de Bessel, das Fungoes de Bessel e das propriedades
que permitem expressar funcgées como uma série das Fungoes de Bessel. Por fim,
com o intuito de ilustrar o procedimento, apresentaremos os graficos de algumas
aproximagoes utilizando o software Scilab.

Palavras-chave: Equacao de Bessel. Fungoes de Bessel. Série de Fourier-Bessel.

1 Introducao

Algumas séries fornecem maneiras de representar fungoes relativamente complicadas
em termos de fungoes elementares e/ou familiares. Em livros de célculo diferencial e integral
sao encontradas formas de expandir uma funcao f como série de poténcia. Em especial, sao

apresentadas as expressoes
— ™ (a) n — /™) ,
fl@)=) (= —a) e fla)=2 =",
n=0 ’ n=0 '

conhecidas, respectivamente, como série de Taylor e de Maclaurin. A ideia neste caso é escrever
uma funcdo f em termos das fungoes mais simples ™. Claro que isto s6 é possivel com certas

hip6teses sobre a funcao f.

Além das séries de Taylor e de Maclaurin, outras séries sdo conhecidas na literatura
matematica. Uma dessas é a série de Fourier-Bessel. Como o nome sugere, a série de Fourier-
Bessel esta relacionada com as Funcgoes de Bessel. A ideia central é, com certas hipdteses,
escrever uma dada funcao f como uma soma infinita das Funcées de Bessel. Neste caso, as
Funcoes de Bessel nao sao necessariamente “mais simples”, mas podem ser mais adequadas para

certas aplicagoes.

A Funcao de Bessel de ordem v, denotada por J,, é uma fungdo que satisfaz a equacao

2y by + (2 =)y =0,
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comt >0,y =y(t) ev € R, chamada de equacao diferencial de Bessel de ordem v. E importante
notarmos que v nao é a ordem da equacao diferencial. A “ordem v” é uma referéncia especifica
para a equacao de Bessel. A ordem da equacgao diferencial no sentido da teoria geral das equagoes

diferenciais é 2.

A cada v € R estd associada uma equacao de Bessel e sua respectiva solucao denotada
por J,. Isto nos fornece uma familia infinita de funcbes a serem estudadas. Estas funcoes
possuem véarias propriedades interessantes. Em particular destacamos a ortogonalidade, que

possibilita o estudo da série que envolve as Funcgoes de Bessel.

2 Equacao de Bessel e Funcoes de Bessel

A equagao de Bessel esta relacionada com véarios problemas fisicos, dentre eles os que
envolvem ondas eletromagnéticas, conducao de calor, vibracao, difusao, processamento de sinais
(filtro de Bessel) e dindmica de corpos flutuantes. Além disso, recentemente, as Fungoes de
Bessel aparecem no problema inverso da propagacao de ondas, com aplicacbes em medicina,
astronomia e imagem actstica. Embora existam todas estas aplicacoes, neste trabalho estamos

interessados apenas no aspecto tedrico.

Nesta secao, partiremos da equacao de Bessel, buscando sua solucao, e definiremos
as Funcoes de Bessel. Procederemos desta forma, pois partir da definicdo de uma equagao
e procurar por suas solugoes parece ser um caminho mais natural. No entanto, os conceitos
poderiam ser definidos, de modo equivalente, partindo das Fungoes de Bessel e encontrando

uma equacao para a qual estas fungoes sao solugoes. Este processo pode ser encontrado em
Bowman (2010).

Para o estudo da equacao de Bessel e das Fungoes de Bessel que faremos neste texto,
serd suficiente considerar v = n € N. Para o estudo do caso geral, sugerimos ao leitor consultar

Okawa (2021) ou Bowman (2010).

A equagao diferencial de segunda ordem
t2y" +ty + (t* —n?)y =0, (1)

comt >0,y =y(t) en e N éa equagao diferencial de Bessel de ordem n. Como esta é uma
equacgao de segunda ordem, sabemos da teoria das equagoes diferenciais que ela deve possuir
duas solugoes linearmente independentes. Ao leitor nao familiarizado com a teoria geral das

equacoes diferenciais recomendamos Zill (2016).

A equacao diferencial (1) nao é uma equacao com coeficientes constantes. Vamos en-
contrar uma solucao em forma de série de poténcias em torno do ponto ty = 0. Queremos entao

encontrar uma solugao da forma

o0
y(t) = epthtr,
k=0



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V.1 (2021) - pp. 51 - 65 53

em que r é uma constante a ser determinada. Sabemos que no intervalo de convergéncia da série,
a série é derivdvel e podemos obter 3/(t) derivando a série termo a termo, mantendo o intervalo
de convergéncia, exceto possivelmente pelos extremos deste intervalo. Deste modo, temos

o0

y'(t) =D (k+r)ept™

k=0
o
Z (k4 7r)(k 47 — 1)epth =2,
k=0

Substituindo agora na equacao (1)
2y +ty' + (2 — n?)y

=2 Z(k‘ + ) (k47— 1)epthtr=2 4 ¢ Z(k‘ + r)ept" T 4 (12 — n?) Z ettt

k=0 k=0
o o [o.¢] o
=3 (k+r)(k+r—Depth ™+ (k4 r)ept™ + ) et =Y nPe
k=0 k=0 k=0 k=0
[ee] oo
= Z[(k‘ + 1) (k +7) — n?epth T + Z T2
k=0

B
Il
=

=t" | (r* = nP)eco + (1 +7)% = n? Clt+ZCtk+2+Z (k+7)2—n cktk]
k=0 k=2

=t" | (r* —n?)eo + (1 + 1) — n? clt—i—z k+7)% —n?)cpt +ch ot ]
L k=2

=" |(r? —=n?)eo+ (1 +7)° —n clt—l—z (k+7)% —n?)ep + cp_at ]—O.
k=2

Dessa forma, temos que

(r+n)(r—mn)cg =0
I4+r—n)Q+7r+n)c=0
(k+r—n)(k+7r+n)cp+cr_2=0.

Vamos pedir na primeira equagao que ¢y # 0 pois caso contrario nao conseguiremos

uma restrigdo para r. Entdo, com ¢y # 0 na primeira equagao, temos
(r+n)(r—mn)=0, (2)

que é chamada de equacao indicial. Suas raizes sao r; = n e ro = —n. Com a segunda equagao,
obtemos
(1+7r—n)1+7r+n)c =0,

que nos conduz a ¢; = 0. A terceira equacao nos déd uma férmula recursiva para o célculo dos

coeficientes
Ch—2
(k+r—n)(k+r+n)

k= — k=234,.... (3)



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V.1 (2021) - pp. 51 - 65 54

Agora, se n > 0, entdo 71 = n em (3) nos dé a férmula de recorréncia

Ck—2
= k=2 k=234,...
* T T ka1 k) 34

e como c¢; = 0, temos que c3 =0, ¢5 =0, ..., isto é
Coky1 =0,

para todo k € N. Assim, nos resta saber o que acontece com os coi. Calculando os coeficientes

a partir da férmula, obtemos

co
g = —————
2T T 22n+2)
C2 Co
Cqp = — =
YT A@n+4)  4-22n+2)(2n+4)
C4 o
C6 = —-—— =

6(2n+6)  6-4-2(2n+2)(2n+ 4)(2n + 6)

donde
c P _670
2T T I(n+1)22
o
Cq =
2-1(n+1)(n+2)24
Cg = — €0
07 732 1(n+ 1) (n+2)(n + 3)26
e em geral
(=D
pu— . 4
T R+ D)(n+2) - (n+ k)22 )

Para facilitar a escrita dos coeficientes, vamos escolher
1
Co = ol (5)

e utilizando a propriedade do fatorial, notamos que

(n+k)(n+(k—-1))---(n+2)(n+1)n! = (n+ k).

Note que esta escolha de ¢y é por pura conveniéncia, pois de acordo com (4), ¢ é
uma constante de liberdade da solugao da equacao. Esta constante de liberdade ficara ajustada

quando for imposta uma condicao inicial da equacgao diferencial.

Assim, substituindo (5) em (4), obtemos
o (-*
TR A k) (n+2)(n+ Dni22kon

_ (—1)*
= Kl(n + k)122ktn
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Obtemos assim a primeira solucao para a equagao de Bessel

B 00 (_1)k ¢ 2k+n
n(t) = 22 Kl(n + k). (2) '

A fungdo y; definida desta forma é comumente denotada por .J, e conhecida como

Funcao de Bessel de primeira espécie de ordem n. Desta forma,

00 _1\k 2k+n
yi(t) = Ju(t) = k,((ni)k), <;> : (6)

k=0

Em particular,
e 2k
t

Jo(t) = Z(—l)kma (7)

k=0
¢ a Funcao de Bessel de primeira espécie de ordem zero. Note que esta é uma série de poténcias
de t e como em toda série de poténcias, por simplicidade na escrita da série, consideramos t° = 1

mesmo para t = 0. Nestes termos, Jo(0) =1 e também J,,(0) = 0 para todo n € N*.

Como o nosso interesse principal envolve as fungoes J, obtidas, ndo vamos nos preo-
cupar em determinar a segunda solu¢ao da equagao (1), linearmente independente com J,. O

leitor interessado nesta segunda solugao pode consultar Bowman (2010).

A seguir veremos uma propriedade das Fungoes de Bessel de primeira espécie J,. Em-
bora estas fungoes possuam muitas propriedades operatoérias importantes, sé enunciaremos a
propriedade de interesse deste texto. O leitor interessado em mais propriedades das Funcgoes de

Bessel de primeira espécie, pode consultar Bowmann (2010).

Proposicao 1. Sejam n € N e J,, a Fung¢do de Bessel de primeira espécie de ordem n. Entdo

para todo t € [0,00), temos

i) %(t"Jn(t)) (1)

ii) t%Jn(t) =y (t) — tnen (1),

Prova. De acordo com a definicao da funcao J,,

d d e -1 kt2k+n
(% u(t) = " kzo 22’E+”13:!(n + k)
d > (_l)kt2k+2n
T dt kzzo 22k k) (n + k)
B i (—1)F(2k 4 2n)t2h+2n—1

22kt kl(n 4+ k)(n+k —1)!

dt

k=0
00

s (=D)*2(k 4+ n)e2rtn-t
N 22k+nkl(n + k)(n + k — 1)!

k=0
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__4n - (_1)k 3 2k+n—1_ n
Y Es) e

Para a segunda expressao, temos que a igualdade é trivialmente satisfeita para t = 0,

jé que J,(0) = 0 para todo n € N*. Agora, para t # 0, temos que
d d o0 (_1)kt2k+n d = (_1)kt2k
t n t n —
)= 5 (3 ) = 53

e observe que agora o caso k = 0 é constante. Entao

[e.9]

d, . (—1)k(2k)t2F1
gt ") = ; el (n+ k) (n 4 )]

B 0 ( 1)kt2k 1
;2”“”‘ Yk —1D!(n+k)(n+k)!

> (—1)(k + 1)¢2(k+ D1
B kzzo 20kt tn=1(k 4+ 1 -V (n+k+1)(n+k+1)
& ( 1)kt2k+1
Z 22k+n+1kl(n +k+1)(n+k+1)

o (_1)kt2k+n+l
= —t_n =
z;) 22kt (n + 14+ k)(n+ 1+ k)!

" T (D).

Desta forma,

d “n o —n— -n g/
(I (8) = —nt L () + (),

e multiplicando ambos os membros por "1 vem

—t" n+1 (t) =

—tdnt1(t) = —nd,(t) + tJ), (1),

e a igualdade desejada. O

Podemos generalizar um pouco mais os resultados da Proposicao 1. Note que, nas

hipé6teses da Proposicao, para qualquer « € (0,00), temos

%(t”Jn(at)) = at" Jp—1(at), (8)
e também p
t—Jn(at) = nJd,(at) — atdpi(at). 9)

dt

A ortogonalidade das fungoes de Bessel é um dos resultados mais importantes e que
permite definirmos a série de Fourier-Bessel. Vamos agora definir o produto interno que utiliza-

remos no espago vetorial C((0,1); R).
Definigao 2. Seja V um espago vetorial real. Um produto interno sobre V é uma aplicagao
(,):VxV =R
(u,v) = (u,v)

que satisfaz
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i) (u,u) >0 e além disso, (u,u) = 0 se e somente se u = 0;
i) (u,v) = (v,u);
iil) (au,v) = alu,v);

iv) (u+v,w) = (u,w) + (v, w),

para todos u,v € V e a € R.

Proposicao 3. Sejam C = C°((0,1);R) o espago vetorial das funcées continuas de (0,1) em R.
A aplicacdo

(,):CxC—R
1
(f.9) > (f,g) = / L (B)g(t)dt (10)

€ um produto interno sobre o espaco C.
Nao é dificil provar que esta fungao satisfaz as propriedades (i)-(iv) da definigdo de
produto interno. Basta usar as propriedades das integrais e da multiplicacao de niimeros reais.

Agora que ja temos um produto interno, podemos falar da ortogonalidade das Funcoes
de Bessel. Vamos ver que essa ortogonalidade estd relacionada com as raizes da equacao J,,(t) =
0. Em Bowman (2010), encontramos que, se v é um nimero real qualquer, a equagao J,(t) =0

possui infinitas raizes reais nao negativas.

Considerando uma Funcao de Bessel especifica J,, e as suas infinitas raizes reais positivas

a;, parat € N*, com a; < ag < az < - < ay, < -+, construimos o conjunto

{Jn(ast); ieN}CC.

Vamos provar que este conjunto é um conjunto de fungoes ortogonais em relagao ao
produto interno considerado em (10). Para as préximas proposi¢oes observemos que uma fungao

Jn(at) satisfaz a equagao diferencial

2y +ty + (o*t? —n?)y = 0. (11)

De fato, como J,,(t) é solucao da equagao
t2y” + ty/ + (t2 o n2)y — 0,

fazendo = = at, obtemos

dy _dydr _ dy

dt  dedt Cdx

Py _d(dy)_d (dy)de_ oy
dt2  dt \dt) dx \dt) dt — da?’
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Substituindo em (11), temos
2 d? d 2
<£> 22 Yy (E) ol oy (a2 <E> —n?)y=0,
a dx? a/ dx a

d*y | dy
2 2 2V,

que é a equagao de Bessel de ordem n na varidvel x, cuja solugao é J,(x). E como = = at, temos

e entao

que Jp(at) é solugao de (11).

Proposicao 4. Se J,, é uma Funcao de Bessel de ordem n e o; para i € N* sdo as raizes
|Y v n ¢ i D

positivas da funcdo J,, entdo o conjunto
{Jn(ait); 1€ N}

é ortogonal em rela¢ao ao produto interno em (10).

Prova. Precisamos provar que dadas duas funcoes distintas deste conjunto, o produto interno
entre estas duas funcoes se anula. De outra forma, se a; e ao sdo duas raizes positivas distintas
de J,, entdao

(Jn(aat), Jp(aat)) = 0.

Notemos que u = J,(a1t) é uma solugao da equacado

2
tu +u + <a% — ’;) tu =0, (12)
e v = Jy(aat) é solugao de
2
"+ + <a§ - Z;) tv = 0. (13)

Multiplicando (12) por v e (13) por u, encontramos

" / 2 n? _
tvu” +vu + o - g tuv = 0,

n2
tuv” + wv' + <a§ — t2> tuv = 0,
e subtraindo a segunda da primeira, vem
t(ou” — wv”) + (vu' — uwv’) + (af — a3)tuv = 0,

que pode ainda ser escrito como

d
%(t(u’v —w')) = (a3 — o) tuw.

Integrando ambos os membros em ¢, no intervalo (0, 1), obtemos

1
(a3 — a%)/ tuv dt = t(u'v — uv')}tlzo ,
0
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e substituindo u e v,

1
(a3 — af)/o tJn(ant) gy (agt)dt = t(J) (art)J,(aot) — Jn(alt)J;L(azt))\tl:O

= Jn(a1)Jn(az) = Ju(on)Jy(02).
Como oy e ay sio rafzes de J,, e af # a3, entdo

1
/ tJn(alt)Jn(Oth)dt = 0,
0

donde (J,(aat), Jn(ast)) = 0 e entao J,(aqt) e Jp(aat) sdo ortogonais em relagdo ao produto
interno em (10). Como oy e ag sdo duas rafzes arbitrarias, isso vale para todo par de raizes

diferentes da funcao J,. 0
Proposicao 5. Se J, é uma Func¢do de Bessel de ordem n e a é qualquer uma das raizes da
fungdo Jy, entdo )

(Jn(at), Jn(at)) = 5J,fﬂ(oz) > 0. (14)
Prova. Primeiramente a equagao (11) pode ser reescrita como

(ty') + <a2t — Tf) y =0, (15)

ey = Jy(at) é ainda uma solucdo desta equacao.

2
n
(ty') = <t — 042t> Y,

e multiplicando a equagao por 2t.J] (at) e substituindo y = J,,(at), temos

Dessa forma, temos que

2tJ! (at)(tJ (at)) = 2(n? — &*t?)J,(at) ]!, (at),

e entao

C (T (1)) = (1 — o28) ((Jnlat)?)'

Vamos integrar os dois lados da igualdade no intervalo (0, 1). Para o lado esquerdo da

igualdade, usamos (9) e obtemos

GACHEN 1

= (afat) - atJnH(at))Q‘

t=0
= (an(a) — adpy1 (a))2 - (an(O))2 = a2JT2L+1(a)7

ja que nJ,(a) = nJ,(0) = 0 para todo n € N.

Ja para o lado direito, encontramos a integral

/1(n2 — a*t?) (T2 (at)) dt.
0
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Vamos aplicar uma integral por partes fazendo u = n? — o%t? e % = (J2(at))’, e assim
4 — 202t e v = J2(at). Logo

/ (n? = a2)(J2(at))dt = [(n? — a22) J2(at)] L, + 20 / L ot
0 0

1
= (n% — a?)J2(a) — n?J2(0) + 2a2/ tJ2(at)dt.
0

Notemos que, (n2—a?)J2(a)—n2J2(0) = 0, pois « é raiz de J,,(t). Da série de poténcias
(6) vemos que J,,(0) = 0 para todo n # 0, e para o caso em que n = 0, temos n? = 0, donde

n?J2(0) = 0 para todo n € N. Segue que,
1
/ (n? — ®t%)(J2(at)) dt = 2% (T, (at), Jn(at)).
0

Juntando entao os dois lados da igualdade, obtemos
2a2<Jn(at)v Jn(at)> = a2<]72z+1(a)a

e assim,

(Tnfot), Ju(at)) = 5721 (a).

Bowman (2010) afirma que as fungdes J, e J,, 1 nao possuem raizes em comum. Assim,
como « ¢é raiz de J,, entao « nao é raiz de J,t1, donde o ultimo termo da ultima equacao é

estritamente positivo. O

Agora que provamos a ortogonalidade das funcoes de Bessel, podemos tratar da série

de Fourier-Bessel.

3 A série de Fourier-Bessel

Como j& vimos anteriormente as fungoes J,(a;t), em que «; é raiz de J,(t) = 0, s@o
funcoes duas a duas ortogonais em relacao a fungao ¢ e vimos também que a equagao J,(t) =0
possui infinitas raizes. Logo, a familia das fungoes J,(«;t) forma uma base de Hilbert para
o espago vetorial C = C°((0,1);R) das fungdes continuas com dominio (0,1). Dessa forma,

enunciamos o préoximo teorema.

Teorema 6. Sejam a1 < as < az < -+ < ap < --- as raizes positivas da equagdio Jy,(t) = 0,

comn >0, e feC. Entao f pode ser escrita na forma
F#) = Crdn(axt), (16)
k=1

que € chamada de série de Fourier-Bessel de ordem n da funcao f. Além disso, a equacdo

Jn(t) =0 € chamada de condigao de contorno.
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Neste trabalho nao argumentaremos sobre a demonstragao deste resultado. No entanto,
Watson (1922) faz uma discussao sobre este tipo de expansao em série provando sua veracidade.
A questao que daremos atencao é como determinar os coeficientes C}, admitindo que uma funcao

f possa ser escrita como uma série da forma (16).

Admitindo que uma fungao f € C possa ser escrita na forma (16), temos que

F(t) = CrJp(ont) + Codp(ast) + Csdyn(ast) 4 - - -

Para determinar o coeficiente Cj, tomamos o produto interno desta igualdade com a
fungao J,,(axt), e como (C;J,(cit), CrpJp(agt)) = 0 para todo i # k, resta

(f(t), Jn(awt)) = (CrJn(ant), Jn(art)) = Cr(In(axt), Jn(at)),

donde

), Julont))
= nlat), Ju(ond))

Utilizando a definigdo do produto interno e a igualdade (14), obtemos

2
Ck = (Jn+1(05k))/ tf( ) (Ozkt)dt

para todo k € N*.

4 Exemplos de funcgoes escritas como série de Fourier-Bessel

Nesta secao, faremos alguns exemplos de funcgoes escritas como séries de Fourier-Bessel
e faremos alguns testes utilizando o software Scilab' para analisarmos a aproximacao das séries
com relagdo a funcao original. Neste contexto, utilizaremos fungoes simples que nos permitam
uma facil comparacdo de resultados. Além disso, o uso de fungdes mais simples facilitard o
trabalho analitico com o produto interno definido em (10). Para um grande conjunto de fungoes

o produto interno necessitara de métodos numeéricos.

Como primeiro exemplo, vamos escrever a fungao f(¢) = 1 no intervalo (0,1) como uma

série de Fourier-Bessel de ordem 0. Queremos entao escrever
o
= CrJo(axt),
k=1

sendo « as infinitas raizes da funcao Jy. Como ja vimos,

€ (Jn+12(ak))/ tf(t) Jn(axt)dt,
isto é, |
2
(J(an))? /0 tJo(agt)dt.

!Software livre, versdo , que pode ser obtido em https://www.scilab.org/.

Cy =
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Usando a identidade (8) temos

Cp = (Jléw;k /O ot o (et )
_ (Jl(ik))?:k /0 1 jt(ul(akt))dt
= Grear R
= Gre P =

donde obtemos

2 Jo(agt)
22 olat) (17)

agJi(ag)

Podemos considerar alguns termos da série em (17) para gerar um gréfico ilustrativo

do comportamento da série. A Figura 1 mostra exemplos com 10, 50 e 200 termos.

129 124

| /) 1 N

V

08 0z

08 06

0.4 0.4

02 0.2

o T T T T T T T T T 1t o T T T T T T T T T 1t
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024

(¢) 200 termos

Figura 1: Representagoes graficas para a expansao de f(t) = 1.

Observemos que para calcular os kg primeiros termos da série, precisamos das raizes

ay da funcao J, para k=1,2,..., kg.

Como segundo exemplo, vamos escrever a funcao f(¢) = ¢ no intervalo (0,1) como uma

expansao em série de Fourier-Bessel de ordem 1. Queremos entao escrever

t) = Z Cle(akt).
k=1
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Calculando os coeficientes, temos

1
e J, £esti

e usando novamente a identidade (8) obtemos

C =

Cl = (Jg(zk))%lk /01 apt? J1 (ot )dt
1
= e, st
_ (JQ(;))Q L 2t
_ wzwo}kuak) =
donde obtemos ~
=2 Z Oil J;"jk (18)

A Figura 2 mostra aproximagoes da série com 10, 50 e 100 termos.

LER CER
05 - 06
0.4 0.4

0.2 02|

024 02

(a) 10 termos (b) 50 termos

(c) 100 termos

Figura 2: Representacoes graficas para a expansao de f(t) = t.

Notemos que nestes dois exemplos apresentados, os graficos da série de Fourier-Bessel
convergem para o grafico da fungédo original. Mas préximo de ¢ = 1 elas decrescem até atingir
a imagem igual a zero em t = 1. Esse comportamento se assemelha ao fenémeno de Gibbs

que acontece proximo de pontos de descontinuidade nas aproximacoes de funcoes por série de
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Fourier. No caso das séries de Fourier-Bessel, esse comportamento ocorre pois em ¢t = 1 todos

os termos da série se anulam ja que oy sao as raizes de J,.

Assim, a série de Fourier-Bessel converge para a funcao original, mas em ¢t = 1 a série é
sempre igual a zero devido a condicao de contorno com a qual estamos trabalhando. Dessa forma,
proxima de t = 1 a fungao apresenta uma grande oscilagao e depois um rapido decrescimento

pois as funcoes J,, sao continuas e por isso essa transicao ¢ feita de modo continuo.

De maneira geral, estes dois exemplos apresentados podem ser generalizados. Conside-

remos f(t) = t™ para m € N fixado, e queremos escrever

= Z Crdm(at),
=1

em que oy sao as (infinitas) raizes positivas da fungao J,

Procedendo de modo andlogo aos dois exemplos anteriores, temos os coeficientes Cj

dados por
9 1
Cr = / ML (et d,
a2 Jo ()
isto é, )
Cp=—7—"-——,
g akJm+l(ak)

e assim, temos que

m o _2Zak Oékt

Imt1 (o)’

Observe que para a fungao f(t) = t™ escolhemos a Fungao de Bessel J,,,. Isto porque
os coeficientes podem ser determinados de forma analitica. Nada impediria escolhermos outra
funcdo J, com indice n diferente da poténcia m, mas teriamos dai que recorrer a métodos

numeéricos para calcular os coeficientes.

Consideracoes finais

Com base no exposto neste trabalho, conseguimos boas aproximagcoes para as fungoes
do tipo t" no intervalo (0,1) utilizando séries de Fourier-Bessel de ordem n. Ao estudarmos as
propriedades das funcoes de Bessel de primeira espécie, em especial a ortogonalidade existente na
familia dessas fungoes, vimos que essa ortogonalidade se da em relacao a funcao t e que depende
das raizes da equagao J,(t) = 0. Esta tltima restri¢ao, que chamamos de condi¢ao de contorno,
nos permite encontrar aproximagoes, ou expansoes, de fungdes em série de Fourier-Bessel no
intervalo (0,1). No entanto, é possivel trabalhar com intervalos maiores mudando a condi¢ao de
contorno envolvida. Sendo assim, um estudo futuro pode envolver expansoes de outras fungoes

em série de Fourier-Bessel e também em intervalos maiores.
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